Fractions rationnelles

1 Fraction rationnelle

Représentants d’une fraction rationnelle
Degré
Exercice 1 : Primitive

Montrer que la fraction rationnelle F' := 1/X n’a pas de primitive dans C(X).

Racines, pdles et substitution
Exercice 2 : Valeurs prises par une fraction rationnelle

Soit F' € C(X) une fraction rationnelle. On note Dp := C\ {a1,...,an}, ol ay,...,a, € C sont les poles de F, et
on définit la fonction
f : Dp — C

On suppose que F n’est pas constante. Montrer que f(Dr) = C ou qu'il existe a € C tel que f(Dr) = C\ {a}.

Conjugaison sur C(X)
2 Deécomposition en éléments simples

Décomposition en éléments simples sur K(X)
Cas ou le dénominateur est scindé
Exercice 3 : Décomposition en éléments simples

Pour n € N*| décomposer en éléments simples sur C les fractions suivantes

Xxnt 1
Xr—1  (X-1)X"-1)

Exercice 4 : Une somme
Soit n € N*. Simplifier
n

1
2 k(k+1)(k+2)

k=1

Exercice 5 : Une somme de série

Calculer la limite lorsque n tend vers +o0o de

z"‘: 3k2—1
(k= 1)2k2(k + 1)

Exercice 6 : Décomposition en éléments simples

On considére la fraction )

Fi=————
BEEE
que 'on souhaite décomposer en éléments simples sur C(X).
1. Calculer la partie polaire de F' relative au pole 1.

2. En étudiant les symétries de F', en déduire sa décomposition en éléments simples.



Exercice 7 : Autour de Chebyshev

1. Montrer que pour tout entier n € N, il existe un unique polynome P, € R[X] tel que

1 1
X"+ —=P, | X+=].
e =r (¥ g)
2. Soit n € N*.

(a) Factoriser P, dans C[X].
(b) Décomposer 1/P,, en éléments simples dans C(X).

Exercice 8 : Racines multiples de P’

Soit P € R[X] un polyndme non constant.
1. On suppose que P est scindé sur R[X].
(a) Calculer la décomposition en éléments simples de P’/ P.

(b) En déduire que
Vr €R, P'(x)*>= P(x)P"(z)

avec égalité si et seulement si x est racine multiple de P.

(c) Montrer que P’ est scindé, puis montrer que toute racine multiple de P’ est racine de P.

2. (a) Est-il vrai en général que toute racine multiple de P’ est racine de P?

(b) Est-il vrai, sous I'hypothése que P est scindé sur R, que toute racine de P’ est racine de P ?

3. On suppose que
VreR, P'(x)*>= P(x)P"(z).

Montrer que P posséde une racine réelle.

Exercice 9 : Théoréme de Gauss-Lucas

1. Soit P € C(X) non nul. Calculer la décomposition en éléments simples de F := P'/P.

2. Soit n € N*. Déterminer la valeur de

1
> 1

z€U, \{1}
3. Soit P € C[X] un polynoéme non constant dont les racines sont z1,..., 2. € C.
(a) Montrer que pour toute racine o € C de P’, il existe Aq,..., A > 0 tels que Ay + - - -

a=MNz1+ "+ Az
(b) Interpréter géométriquement ce résultat.

Exercice 10 : Calcul de dérivées n-iémes
Calculer la dérivée n-iéme de
z v In(z? —z +2).
Exercice 11 : Majoration d’une dérivée n-iéme

Montrer que
Vn € N*, VreR, ‘Arctan(”) x’ < (n—=1)

Exercice 12 : Dérivée n-iéme

On pose
1

TXZ+1
1. Décomposer R en éléments simples sur C(X), puis calculer R™ pour tout n € N.

2. Montrer que pour tout n € N

n
R (X2+1”+ ! cotan +1 .

+ A =1let



Cas ou K =R et le dénominateur n’est pas scindé
Exercice 13 : Décomposition en éléments simples

Décomposer en éléments simples sur R les fractions suivantes

10X3 X*+1 X3 -1
(X2 +1)(X2-4) X4+ X247 (X - 1)(X —2)(X -3)’
X2 (X% +4)?
(X2+ X +1)2 (X2 +1)(X2—2)2

3 Primitive d’expression rationnelle

Fractions rationnelles
Exercice 14 : Primitives de fractions rationnelles
Calculer, sur un domaine D que l’on précisera, les primitives des fonctions dont les expressions sont

1 z? T
4 -1’ x3 -1’ zd+ 1

Fractions rationnelles en e*
Fractions rationnelles en cosx, sinx
Exercice 15 : Primitives de fractions rationnelles en cos, sin
Calculer sur un domaine D que l'on précisera les primitives des fonctions dont les expressions sont

1 1

. ) . .
COST SIH3 T sinx + cosx

Fractions rationnelles en chx, shx

Fractions rationnelles en x et {/(ax +b)/(cx + d), en x et Vax® +br +c

Exercice 16 : Calcul de primitives

Calculer sur un domaine D que 'on précisera, les primitives des fonctions dont les expressions sont

1 z—1 T
—x4/ , )
2 Va+l V=22t +2

Exercice 17 : Une intégrale impropre

Calculer la limite lorsque 2 tend vers 7/2 par la gauche de

/ Vtantdt.
0



