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1 Famille sommable

Famille sommable de réels positifs

Exercice 1 : Exercice

Soit α ∈ R. Calculer ∑
n∈N∗

∑
k⩾n

1

kα
,

∑
m∈N∗

∑
n∈N∗

1

(m+ n)α
.

Famille sommable d’éléments de K
Exercice 2 : Exercice

Pour tout k ∈ N, on pose

Lk :=

k−1∏
i=0

(X − i).

1. Montrer que pour tout P ∈ C[X], la famille (
P (n)

n!

)
n∈N

est sommable.
2. Calculer ∑

n∈N

Lk(n)

n!

pour tout k ∈ N.
3. En déduire ∑

n∈N

n4

n!
.

Exercice 3 : Exercice

1. Prouver la sommabilité et calculer∑
n∈N

∑
k⩾n

1

k!
,

∑
n∈N∗

∑
k⩾n

(−1)k

k3
,

∑
n∈N∗

(−1)n
∑
k⩾n

1

k3
.

2. Soit z ∈ C tel que |z| < 1. Prouver la sommabilité et calculer∑
n∈N

z2
n

1− z2n+1 .

Exercice 4 : Exercice

À quelles conditions nécessaires et suffisantes sur a, b, z ∈ C les familles suivantes sont-elles sommables ?(
zp

q!

)
p,q∈N

,

(
apbq

p!q!

)
p,q∈N

,

(
qpzp

p!q!

)
p,q∈N

,

((
p+ q

p

)
zp+q

)
p,q∈N

.

Exercice 5 : Exercice

1. Soit n ∈ N. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

Fn :=
1

X(X + 1) · · · (X + n)
.

2. En déduire que pour tout z ∈ C \ (−N)∑
n∈N

1

z(z + 1) · · · (z + n)
= e

∑
n∈N

(−1)n

n!(z + n)
.


