Espaces euclidiens

1 Produit scalaire

Produit scalaire
Exercice 1 : Produit scalaire

On pose
E={PcR[X]|P(0)=0 et P(1)=0}.

On définit application (.|.) de E x E dans R par

VP,Q € E, (P|Q):= /P”

Montrer que (.|.) définit un produit scalaire.

Norme
Exercice 2 : Intégrales
Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R. Montrer que

@) N AT V() 2m@) (L L1 )
01+t2dt‘ 2(01+t2dt) et 01+t2dt‘< 2 <Ol+t2dt)'

Déterminer dans chacun des deux cas a quelle condition sur f I'inégalité est une égalité.

Exercice 3 : Exercice

Soit (u,) une suite positive telle que > u,, converge. Montrer que

Z\/W

converge.

Exercice 4 : Mines

On définit, pour tout A, B € M, (R)
(A|B) =tr (A" B).

1. Montrer que {.|.) définit un produit scalaire sur M,, (R).

2. Montrer que
VA,B € M, (R), |[|AB| <|A[|B]-

Notion d’orthogonalité
Exercice 5 : Vecteurs orthogonaux
Soit F un espace préhilbertien et z,y € E. Montrer que x et y sont orthogonaux si et seulement si

VAER, |z + Ayl = =]l

Exercice 6 : Une base orthonormale

Soit E un espace euclidien, et (ey, ..., €,) une famille de vecteurs unitaires tels que

n

2 2
VeeE, || = Z (es|x)” .
i=1
Notons qu’on ne suppose pas que E est de dimension n.
1. Montrer que (eq, ..., e,) est une famille orthogonale.

2. Montrer que (eq, ..., €,) est une base orthonormale.



2 Espace euclidien

Supplémentaire orthogonal
Exercice 7 : Orthogonal et somme

Soit E un espace euclidien et F, G deux sous-espaces vectoriels de FE.
1. Montrer que 'orthogonal de F' + G et 'intersection des orthogonaux de F' et G sont égaux.

2. Montrer que l'orthogonal de l'intersection de F' et G et la somme des orthogonaux de F' et de G sont égaux.

Base orthonormée

Projecteur orthogonal
Exercice 8 : Projecteur orthogonal
Soit E un espace euclidien et p un projecteur de E. Montrer que p est orthogonal si et seulement si

VeeE, |p)|l <[l

Exercice 9 : Calcul d’une projection orthogonale

On se place dans le R-espace euclidien usuel R™.

1. Soit F le sous-espace vectoriel de R* défini par le systéme d’équations

{x1+x2+$3+$4:0
x1 —To+x3—24 =0.

Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F'.

2. Soit F le sous-espace vectoriel de R* défini par le systéme d’équations

{1'1 +xo +x3 +24=0
T + 229 + 3x3 + 424 = 0.

Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur & F'.

Exercice 10 : Rang d’un projecteur orthogonal

Soit p un projecteur orthogonal d’un espace euclidien E.
1. Montrer que pour tout z € E, ||p(z)||* = (p(x)|z).
2. Montrer que pour toute base orthonormée B = (eq,...,e,) de E

> lpler)|? = rg(p).
k=1

Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmadt
Exercice 11 : Orthonormalisation
On munit R? du produit scalaire usuel. Montrer que les vecteurs
er1 = (1,0,1), e2:=(1,0,2) et e3:=(1,1,1)

forment une base de R? et en déterminer I'orthonormalisée de Gram-Schmidt.

Exercice 12 : Une distance

Calculer )
inf / (2% — (az + b)}2 dz.
0

(a,b)eR?

Exercice 13 : Sur les polynémes

Soit n € N et ag,...,a, € R. On pose E := R,,[X] et on définit 'application (.|.) de E x E dans R par

VP,QeE, (PIQ)=> P™(ax)Q" (a).

0

n

1. Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur E.
2. On suppose dans cette question que n = 2, ag = 1, a; = 2 et ag = 3. Déterminer une base orthonormée de F.



Exercice 14 : Racines des polynémes orthogonaux
Soit E := R, [X], muni de la forme

VP,Q € Ro[X], (P|Q) = / POQ(L) dt.
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1. Montrer que (.|.) est un produit scalaire.

2. Montrer que E admet une base orthonormée (Py)o<k<n telle que
Vk € [0,n], degP,=k.

3. Montrer que pour tout k € [0,n], P, admet exactement k racines sur |—1, 1].

Dual



