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1 Matrice, vecteur et application linéaire

1.1 Matrice d’une famille de vecteurs

Définition 1.1

Soit B := (e1,...,ey) une base de E et x € E. On appelle matrice de x relativement a la base B et on
note Mp (x) la matrice colonne constituée des coordonnées de z relativement a la base B. Autrement dit, si
T =1x161 + -+ xTpey,, alors

L1

Mp(z)=| 1 | e Mp1(K).

)

Ln

Exercice 1

= Soit a € Ket B:=(1,(X —a),(X —a)®,...,(X —a)"). Donner la matrice de P € K,[X] relativement a la
base B.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et I une base de F. Alors, I’application

&: E — My, (K)
x — Mp(x)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Remarque
= Dans le cas ou E := K" et B est sa base canonique, I'application ® associe au vecteur = (x1,...,x,) € K" la
matrice colonne
Z1
Mg (x) =
Tn

Cet isomorphisme justifie I'identification souvent faite entre K" et M,, 1 (K). Cependant, lorsque E est différent
de K™, on se gardera bien de confondre z € E avec la matrice colonne Mp ().

Définition 1.3

Soit B := (ey,...,e,) une base de E et (x1,...,x,) une famille de p vecteurs de E. On appelle matrice de la
famille (z1,...,x,) relativement a la base B et on note Mg (z1,...,2,) la matrice & n lignes et p colonnes
dont les vecteurs colonnes C; sont les coordonnées des vecteurs x; relativement a la base B. Autrement dit, la



famille (a; ;)1<i<n des coefficients de Mg (z1,...,x,) est caractérisée par
1<i<p

n
Vj € [[17p]]7 Tj = Zai,jei'
1=1

Exercice 2

= Donner la matrice de la famille ((X + 1)*)o<k<n relativement a la base canonique de K, [X].

1.2 Matrice d’une application linéaire

Définition 1.4

Soit Bg = (e1,...,e,) une base de E et Bp = (fi,..., f,) une base de F.. Etant donné u € £ (E, F), on appelle
matrice de u relativement aux bases Bp et Bg et on note Mg, 5, (v) la matrice a ¢ lignes et p colonnes de
la famille (u (e1),...,u(ep)) relativement a la base Bp

Mprenpg (U) = Mg, (u(er),...,ulepy)).

Autrement dit, la famille (a; ;)1<icq des coefficients de Mg, 5, (u) est caractérisée par
1<isp

q
Vie[lp], u(e)= Zai,jfi~
i=1

Remarques

=
pad

=

La matrice Mg, 5, (u) est parfois notée Mg, 5, (u) ou Mgi (u).

Si E = F, on choisit le plus souvent By = Bp, bien que cela ne soit pas obligatoire. Dans ce cas on parle de la
matrice de 'endomorphisme u relativement & la base Bg. Cette matrice est notée Mp,, (u).

Soit B = (eq1,...,e,) une base de E et u € L (F).

1. Mg (u) est scalaire si et seulement si u est une homothétie.
(u

2. Mg

) = Diag (A1,..., A\n) si et seulement si
VE e [1,n], wu(ex)= Agex.

3. Pour tout k € [0,n], on note Ej := Vect (ey, ..., ex). Alors Mp (u) est triangulaire supérieure si et seulement
si

Vk e [1,n], wu(Ek)C Ek.

Par exemple, si E :=K,,[X] et B est sa base canonique, Mz (u) est triangulaire supérieure si et seulement si
VP € K,[X], deg(u(P))< degP.

Soit p un projecteur de E, A := Ker (p — Id) et B := Ker p. Puisque p est un projecteur, £ = A@B. Soit (e, ..., eq)
une base de A et (eq41,...,€,) une base de B. Alors B = (ey,...,e,) est une base de E. Comme

Vke[[l»Q]]) p(ek):ek et Vke[[Q+1an]]a p(ek)zo
on en déduit que

M () = (1 0) € Mo 50,

Exercices 3

= Soit ¢ 'endomorphisme de R? dont la matrice relativement a la base canonique de R? est

~ &~
co ot N

3
6
9

Déterminer une base de Ker ¢ ainsi qu’une base de Im .

= Calculer la matrice de ’application linéaire

relativement a la base canonique de R, [X].



Soit Bg et Br des bases respectives de E et F. Si on note p :== dim E et ¢ := dim F', 'application

v: L(E,F) — Mg, (K)
u MBF(*BE(U’)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Remarque
= Si A e Mg, (K), il existe donc une unique application linéaire v € £ (E, F) telle que Mg, 5, (u) = A.

— Soit u € L(E,F) et x € E. Si Bg et Br sont des bases respectives de E et F, alors
MBF (u(x)) = MBF%BE (u) MBE (i) o
— Soit u € L(E,F) et ve L(F,G).SiBg, Br et B sont des bases respectives de E, F et G, alors

Mpgesp (Vou) = Mpgepe (V) MBpes, (1) .

Remarque

™ Si F = KP, F = K9, Bg et Bp sont leurs bases canoniques, et A € M, , (K), il existe une unique application
linéaire u € £ (KP,K9) telle que Mp, 5, (u) = A. On dit que c’est I’application linéaire canoniquement associée
a A. En identifiant M,, 1 (K) et K™ (a la fois pour n = p et n = ¢), pour tout € KP, u(z) = Az. On a alors
Keru = Ker A et Imu = Im A, ot le noyau et 'image de la matrice A ont été définis lors du premier chapitre sur
les matrices.

Exercice 4

= Retrouver le fait que le produit de deux matrices triangulaires supérieures est triangulaire supérieure.

Soit Bg et Br des bases respectives des K-espaces vectoriels E et F' de dimension n et w € L (E, F). Alors
Mg, By (u) est inversible si et seulement si u est un isomorphisme. De plus, si tel est le cas

[MBFPBE (u)}71 = MBE‘—BF (uil) :

Exercice 5
= Soit n € N. Montrer que la matrice A € M,,11 (R) définie par

1
Vi,jeln+1], a, = (Z_l).

est inversible et calculer son inverse.

Soit B une base d’un K-espace vectoriel E de dimension n et (z1, ..., z,) une famille de n vecteurs de E. Alors
Mp (x1,...,2,) est inversible si et seulement si (x1,...,x,) est une base de E.

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et I une base de E. Alors, 'application

p: L(E) — M,(K)
u — Mpg(u)

est un isomorphisme d’algébres.

Remarque
= En conservant les mémes notations, I’application

¢: GL(E) —»
u

()
SE
&



est un isomorphisme de groupes.
Exercice 6

= Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Montrer que les endomorphismes de E qui commutent avec
tous les endomorphismes de F sont les homothéties.

1.3 Matrice de passage, changement de base

Définition 1.10

Soit B et B' := (e],...,e]) deux bases de E. On appelle matrice de passage de B a B' et on note P (B,5’) la
matrice de la famille (ef,...,e],) relativement a la base B

P(B,B) = Mgz(e,... ) € GLy (K).

Proposition 1.11

— Si B et B’ sont deux bases de E, alors
P(B,B) = Mpp (1dg) .
— Si B, B’ et B” sont des bases de E, alors
P(B,B")=P(B,B)P(B.,B").
— Si B et B’ sont deux bases de E, P (B, B’) est inversible et

P(B,B) =P, B).

Exercice 7

= Soit E = K2? et B := (e1,e2) la base canonique de K2. On pose f; = (5,3) et fo == (3,2). Montrer que
B’ = (f1, f2) est une base de K2, puis calculer P (B,B’) et P (B, B).

Proposition 1.12

Soit B une base de E. Alors pour toute matrice inversible A € GL,, (K), il existe une unique base B’ de F telle
que A= P (B,B).

,
.

Proposition 1.13

Soit B et B’ deux bases de E et x € E. Alors

Mp (z) = P (B',B) Mg (x).

| L

Proposition 1.14
Soit B et B deux bases de E et Bp et B} deux bases de F. Siue L(E,F), on a

Mg, g, (v) = P(Bg,Br) Mg,y (u) P (Bg,Bg)
[P (Br, By)] ™' Mg, 5, (w) P (Bg, B).

r
.

Proposition 1.15
Soit B et B’ deux bases de E et u € L (E). Alors

M (u) P (B,B) Mg (u) P (B,B)

[P (B,B')] " Mg (u) P (B,B).

,
.




1.4 Caractérisation des matrices inversibles

Soit A € M,, (K). Alors
— A est inversible si et seulement si A est inversible & gauche, c’est-a-dire si et seulement si il existe
B e M, (K) tel que BA = I,,. Si tel est le cas, B = A~! et en particulier AB = I,,.
— A est inversible si et seulement si A est inversible & droite, c’est-a-dire si et seulement si il existe
B € M, (K) tel que AB = I,,. Si tel est le cas, B = A~! et en particulier BA = I,,.

A € M,, (K) est inversible si et seulement si
VX € Ma1 (K), AX=0 = X=0.

Remarque

= Autrement dit, une matrice A € M,, (K) est inversible si et seulement si la famille de ses vecteurs colonne est libre.
Comme A est inversible si et seulement si AT Pest, on en déduit que A est inversible si et seulement si la famille
de ses vecteurs ligne est libre.

Soit A € M,, (K). Alors A est inversible si et seulement si il existe B € M,, (K) tel que
VXY € M1 (K), AX=Y = X =DBY.
De plus, si tel est le cas, B est I'inverse de A.

Remarque

= Soit A € M, (K) les coefficients d’un systéme linéaire a n équations et n inconnues. Supposons qu’il existe
B € M, (K) tel que quels que soient x1,...,Zn,y1,...,yn € K

1121 + a12T2 + -+ +010Tn = Y1 z1=bi1y1 +biay2+ - +biayn
(S) : = :
an 121 + an 222 + F AnnTn = Yn Ty = bn,lyl + bn,2y2 +--- + bn,nyn

Alors, quels que soient ¥, ...,y, € K

T1=b11y1 + b2y + - +b1nyn

Ty = bn,lyl + bn,2y2 +--- + bn,nyn

est 'unique solution du systéme linéaire (5).
Exercices 8

= Soit n > 2. Montrer que

0 1 1
1 0
A= € M, (R)
o
1 1 0
est inversible et calculer son inverse.
= Soit n € N*, w = el et bo,...,bp—1 € C. Résoudre le systéme

n—1
Vie[o,n—1], Zoﬂ'jzj =b;.
j=0



Proposition 1.19

Une matrice triangulaire supérieure T € M,, (K) de la forme

Al * ..................... *
© o«
An

est inversible si et seulement si
Vk e [1,n], Mg #DO.

Si tel est le cas

P s
o
(0) o
1
>\n

1.5 Rang d’une matrice

Définition 1.20

On définit le rang de A € M, , (K), que I'on note rg A, comme étant le rang de la famille de ses vecteurs
colonne.

Exercice 9
= Montrer que les matrices de rang 1 de M,, (K) sont les XY " ott X,Y € M, ;1 (K) \ {0}.

Proposition 1.21
— Soit B une base de E et (x1,...,zp,) une famille de p vecteurs de E. Alors
rg (T1,...,2p) =g (Mp (21,...,2p)).
— Soit Bg et Bp des bases respectives de E et F et u € L(E, F). Alors

rgu =18 (Mpren, (©)).

.

Proposition 1.22

A € M,, (K) est inversible si et seulement si rg(A) = n.

.

Proposition 1.23
— Soit A e M, 4(K) et B € Mgy, (K). Alors
1g(AB) <rg(4) et  1g(AB) <1g(B).

— On ne change pas le rang d’une matrice si on la multiplie par la droite ou par la gauche par une matrice
inversible.

Proposition 1.24

| L

Les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes transforment une matrice en une autre de méme rang.

.




Soit E € Mg p, (K) une matrice échelonnée & coefficients diagonaux de la forme

P1 *. *
0
Dr % *
0 O 0
0 0 O 0

ol p1,...,pr € K*. Alors rg(E) = 7.

Remarques

= L’algorithme du pivot de Gauss permet de transformer toute matrice en une matrice échelonnée a pivots diagonaux
et permet donc de calculer son rang.

= Les matrices échelonnées par lignes et par colonnes ont aussi un rang égal au nombre de pivots qu’elles possédent.
Exercices 10
™ Calculer lerangde P, = X2+ X +1, P =X?—-X -1, Py :=X%2+3X +2.
= Calculer le rang de
p: Ma(R) — Mo (R)
X — AX

()

= Calculer le rang de la famille e; := (1,2, —1), e2 == (z,1,2), e3 :== (—1,2,1) ou x € R.

= Soit a,b € R. Calculer le rang de la matrice

a b b
b a b
b b a

= Dans M5 (R), on pose

=o0) o= (30)

et F':= Vect (A, B). Déterminer une base puis une équation de F'.

— Les opérations élémentaires sur les lignes transforment une matrice en une matrice de méme noyau.
— Les opérations élémentaires sur les colonnes transforment une matrice en une matrice de méme image.

Remarque

= Pour calculer une base de 'image d’une matrice A € M, , (K), il suffit donc de réduire A en une matrice échelonnée
par colonnes a ’aide d’opérations élémentaires sur les colonnes. Le nombre de colonnes non nulles est alors égal au
rang de A et ces colonnes forment une base de Im A.

Exercice 11

= Calculer une base de Im A pour

N

I
~ e =
co Ot N
© o w



2 Matrices équivalentes, matrices semblables

2.1 Matrices équivalentes

Définition 2.1

Soit A, B € M, ,, (K). On dit que A est équivalente & B lorsqu'il existe @ € GL, (K) et P € GL, (K) tels que

A=QBP.

Proposition 2.2

La relation « est équivalente & » est une relation d’équivalence sur M, , (K).

.

Remarque

= Les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes transforment une matrice en une matrice équivalente.

Proposition 2.3

Soit A € Mg, (K), E un K-espace vectoriel de dimension p, Bg une base de E, F un K-espace vectoriel de
dimension ¢, Br une base de F' et u 'application linéaire de £ dans F' définie par

M, B, (u) = A.

Alors B € M, (K) est équivalente & A si et seulement si il existe une base B, de E et une base Bj de F'
telles que
Mg, 5y, (u) = B.

Proposition 2.4

Soit A € M, (K) une matrice de rang r. Alors A est équivalente & la matrice

.

T
IR O (R 0
- 1<0—01
Ty = 000
0 0 0 0

.

Remarques

= En toute rigueur, une telle matrice devrait étre notée J, 4 p.

= L’algorithme du pivot de Gauss permet le calcul effectif de @ € GL, (K) et P € GL, (K) tels que PAQ = J,.
Exercice 12

= Soit A € M, (K). On pose
p: M, (K)

— M, (K)
X — X

Calculer le rang de ¢ en fonction de celui de A.

Proposition 2.5

Deux matrices A, B € M, (K) sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.

,
\.

Proposition 2.6

Soit A € M, (K). Alors A" et A ont méme rang.

,
.




Remarques

™ Le rang de A € Mg, (K) est donc égal a la fois au rang de la famille de ses vecteurs colonne et au rang de la
famille de ses vecteurs ligne.

™ Attention, si A € M, , (K) n’est pas une matrice carrée, A et AT ont méme rang mais elles ne sont pas équivalentes.
En effet, elles n’ont pas les mémes dimensions.

Définition 2.7

On appelle matrice extraite de A € M, , (K) toute matrice obtenue en « supprimant » certaines lignes et
certaines colonnes de A.

Exemple

= Soit A et B les matrices

1 2 3
A= <4 5 6>€M2’3(K) et BZ(l 3)€M172(K).

Alors B est une matrice extraite de A.

Soit A € M, , (K).
— Si B est une matrice extraite de A, alors rg(B) < rg(A).
— Le rang de A est le plus grand entier r tel qu’il existe une matrice B € M, (K) extraite de A qui est
inversible.

2.2 Matrices semblables
Définition 2.9

Soit A, B € M,, (K). On dit que A est semblable & B lorsqu’il existe P € GL,, (K) telle que

A=PBP L

La relation « est semblable & » est une relation d’équivalence sur M,, (K).

Remarques
= Si A € M,, (K) est une matrice scalaire, c’est la seule matrice semblable & elle-méme.
= Deux matrices semblables sont équivalentes. La réciproque est fausse.

= Soit P € GL,, (K). Alors
X — PXp!

est un isomorphisme d’algébres. En particulier, si A = PBP~!, quel que soit k¥ € N, A* = PB*P~!. Plus
généralement, si Q € K[X], Q(A4) = PQ(B)P~ L.

Soit A € M,, (K), E un K-espace vectoriel de dimension n, B une base de F et u 'endomorphisme de E défini
par

Mg (u) = A.
Alors B € M,, (K) est semblable & A si et seulement si il existe une base B’ de E telle que

MB/ (u) =B.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E). On appelle valeur propre de u tout A € K tel qu’il
existe z € F '\ {0} tel que u(z) = Az. Si A € K est une valeur propre de u, ’ensemble Fy des x € E tels que u(z) = Az
est appelé espace propre associé a la valeur propre A et ses éléments sont appelés vecteurs propres de u associés a la
valeur propre A\. Remarquons que E) = Ker (u — A1d).

Exercices 13

= Déterminer les valeurs propres d’'un projecteur non trivial, c’est-a-dire différent de 0 et de Id.



= Soit x1,...,p des vecteurs propres non nuls d’un endomorphisme u associés a des valeurs propres deux & deux
distinctes. Montrer que la famille (z1,...,2),) est libre.

On dit qu'un endomorphisme u € L (E) est diagonalisable lorsqu’il existe une base de F formée de vecteurs propres
de u, c’est-a-dire lorsqu’il existe une base B := (e,...,e,) de E et A1,..., A, € K tels que

Vk e [1,n], wu(er) = Agek.

On a alors Mp (u) = Diag (A1,..., A\n).

On dit qu'une matrice A € M,, (K) est diagonalisable lorsqu’elle est semblable a une matrice diagonale. Dans
la suite, on note B la base canonique de K" et u I’endomorphisme canoniquement associé & A, c’est-a-dire I'unique
endomorphisme de K" tel que Mg (u) = A.

— On commence par déterminer les valeurs propres de u. Pour A € K

A est valeur propre de v <= Jr € K"\ {0}, wu(z)=Xz

Jx e K"\ {0}, (u—AId)(z)=0
Ker(u — A1d) # {0}

u — AId n’est pas injective

u — AId n’est pas un isomorphisme

I

A — M\, n’est pas inversible.

Déterminer les valeurs propres de u revient donc & déterminer les A € K tels que A — AI,, n’est pas inversible,
ce qui se fait simplement en calculant le rang de A — A\I,, par la méthode du pivot de Gauss.

— Ensuite, pour toute valeur propre A € K de u, on détermine une base de l’espace propre E) = Ker(u — A1d).
— Enfin, on concaténe les bases des espaces propres ainsi obtenus. On obtient alors une famille V := (vy,...,v,)
d’éléments de K™. On commence par démontrer que cette famille est libre. On a ensuite deux possibilités :

— Dans le cas ot p = n, V est une base de K. En posant P := P(B,V) et D := My, (u),onadonc A = PDP~L.
D est une matrice diagonale, car les éléments de V sont des vecteurs propres de . On a donc prouvé que A
est diagonalisable.

— Dans le cas ou p < n, on peut montrer que la matrice A n’est pas diagonalisable.

= (1)

est semblable 4 une matrice diagonale D et déterminer une matrice P € GLy (R) telle que A = PDP~!.

Exercice 14

= Montrer que la matrice

Soit A et B € M,, (K) deux matrices semblables. Alors tr A = tr B.

Définition 2.13

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E). Alors la trace de Mp (u) ne dépend pas de la
base B de E choisie. On l'appelle trace de u et on la note tr(uw).

Remarque

= La trace est une forme linéaire sur L(E).
Exercice 15
= Soit p € L (E) un projecteur. Montrer que tr(p) = rg(p).

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie et u,v € L(E). Alors

tr(u o v) = tr(v o u).



