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1 Matrice

1.1 Matrice

Définition 1.1

Soit K un corps et ¢,p € N. On appelle matrice & g lignes et p colonnes a coefficients dans K toute famille
A = (ai,j)1<i<q d’éléments de K indexée par [1,q] x [1, p].
1<isp

On note M, ,, (K) I'ensemble des matrices a ¢ lignes et p colonnes a coefficients dans K.

\.

.

Remarque

= On appelle matrice nulle & g lignes et p colonnes et on note 0,, ou plus simplement 0 la matrice de M, , (K) dont
tous les coeflicients sont nuls.

Définition 1.2

Pour toute matrice A € M, ,, (K), on définit
— la famille (I1,...,1l;) des vecteurs ligne de A, ou pour tout ¢ € [1,q], l; == (a;1,...,a;p) € KP.
— la famille (¢1,...,¢p) des vecteurs colonne de A, ou pour tout j € [1,p], ¢; = (a1 ;,...,aq,;) € K9.
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Définition 1.3

On dit qu'une matrice A est
— une matrice colonne lorsqu’elle ne posséde qu’une seule colonne.
— une matrice ligne lorsqu’elle ne posséde qu'une seule ligne.




Remarque

™ Sin € N, lapplication ¢ de K™ dans M, 1 (K), qui & (21, ...,2,) associe

T

In
est une bijection. Elle permet d’identifier K" et M,, ; (K), identification que nous ferons parfois dans ce cours.
Cependant, on ne se permettra pas d’identifier K™ et M, ,, (K).

= Si A € Mg, (K), cette identification permet de considérer que les vecteurs colonne de A sont des éléments de
M1 (K) et donc des matrices colonne.

Définition 1.4

On appelle transposée de A € My, (K) et on note AT la matrice de M,, ; (K) dont les vecteurs colonnes sont
les vecteurs lignes de A. Autrement dit

vielpl, Viellq, [AT],;=a

Exemple

= Si on pose

Soit A € M, (K). Alors
(A7) = A

1.2 Matrice carrée

Définition 1.6

On dit qu’une matrice est carrée lorsqu’elle posséde autant de lignes que de colonnes. L’ensemble des matrices
carrées a n lignes et n colonnes est noté M,, (K).

Définition 1.7

On appelle matrice identité et on note I,, la matrice de M,, (K) définie par

1 sii=j
0 sinon.

Vi,j € [1,n], [In]i,j =05 = {

1 .

.

Définition 1.8

— On dit que D € M, (K) est diagonale lorsque

Vi,je[l,n], i#j=d;;=0.

On note D,, (K) l’ensemble des matrices diagonales a n lignes et n colonnes.




— Si Aq,..., A\, €K, on note Diag (A1, ..., \,) la matrice

Ar

— Les matrices Diag (), ..., \) ou A € K sont appelées matrices scalaires.
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Définition 1.9

On dit que T' € M,, (K) est triangulaire supérieure lorsque

Vi,je[l,n], i>j=1t;;=0.

On note T, (K) Pensemble des matrices triangulaires supérieures a n lignes et n colonnes. Graphiquement, une

matrice triangulaire supérieure 7' s’écrit

\.

Remarque
= On dit qu’une matrice T' € M,, (K) est triangulaire inférieure lorsque

Vi,jE[[l,n]], j>i:>tiuj:0'

Autrement dit T est triangulaire inférieure si et seulement si T'7 est triangulaire supérieure.

Définition 1.10

Soit A € M,, (K).

— On dit que A est symétrique lorsque AT = A c’est-a-dire lorsque
Vi,j € [Ln], aji=ai;.

On note S, (K) ’ensemble des matrices symétriques a n lignes et n colonnes.
— On dit que A est antisymétrique lorsque AT = —A c’est-a-dire lorsque

Vi,j € [L,n], aji=—ai;.

On note A, (K) 'ensemble des matrices antisymétriques a n lignes et n colonnes.

.

Remarque
= Les formes générales d’une matrice symétrique A € S,, (K) et d’une matrice antisymétrique B € A,, (K) sont

a1 a2 -t Qi 0 ai2 - Qg
a a : —a 0

A | @2 a2 ot B— 1,2
al,n T e an,n _al,n 0

Définition 1.11

Soit A € M,, (K). On appelle trace de A et on note tr(A) la somme de ses coefficients diagonaux.

tr(A) = Z k. k
k=1




2 Opérations sur les matrices

2.1 Combinaison linéaire

Définition 2.1

— Soit A, B € Mg, (K). On définit A + B comme la matrice de M, (K) définie par
Vie[l,q], Viel[l,pl, [A+ Bl ;= ai;+bi;
— Soit A € Mg, (K) et A € K. On définit A - A comme la matrice de M, (K) définie par

Vie[lql, VYiellpl, [} A, =Xaij

Remarque

= Les matrices scalaires sont les A\I,, ou A € K.

Proposition 2.2

(Mgp (K),+, ) est un K-espace vectoriel dont I’élément neutre est la matrice nulle.

Définition 2.3

Pour tout ¢ € [1,¢] et j € [1,p] on définit E; ; comme la matrice de M , (K) définie par

1 sik=ietl=3j

0 sinon.

Vke[l,q], Vie[l,p], [Eijl, =0dikdji= {

Les matrices E; ; sont appelées matrices élémentaires.

.

Remarque
= Pour toute matrice A € M, (K), on a
A=3"0 ai; By
i=1 j=1
En particulier, Vect(E1 1,..., E1p,..., Eq1,...,Eqp) = Mg (K).

)

Proposition 2.4

La transposition est linéaire
VA,Be My, (K), VApueK, AA+uB)" =XAT +uBT.

De plus cette application est un isomorphisme de My, (K) dans M, ; (K).

Proposition 2.5

— D, (K) et T, (K) sont des sous-espaces vectoriels de M,, (K).
— S, (K) et A, (K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de M., (K).

.

,
.

Proposition 2.6

La trace est une forme linéaire sur M,, (K).




2.2 Produit

Définition 2.7

Soit A € M, 4(K) et B € My, (K). On définit AB comme la matrice de M, ;, (K) définie par

q
Vie[l,r], Vje[lp], [AB]i,j = Zai,kbk,j.
k=1

bia b | b

k bt by j - br.p

bg,1 bgj | by.p

aypq Ay a1.q Ci,1 o Clj e Clp

1 Qg1 (7 I Qj,.q 7, Ci,j Ci,p
Qp 1 e Qo fo Ay q Cra Crg Cr.p

Remarques

= 1l est possible que le produit AB ait un sens sans que le produit BA en ait un. Mais si ces deux produits en ont
un, en général, AB # BA. Enfin, il est possible que AB = 0 sans que A =0 ou B = 0.

= Si A, B e M, (K), on dit que A et B commutent lorsque AB = BA.
> Side My, (K), X e M,1(K)etY € My (K) alors

1,171 + a12T2 + - + a1 ,Tp = Y1
AX =Y <— :

Aq,1T1 + Qg 2T2 + -+ + Qg pTp = Yq-
™ Sion note C1,...,Cp € My 1 (K) les vecteurs colonne de A € M, (K) et si X == (21 --- acp)T € My 1 (K), alors

AX = 2,04 —|-"'+.17p0p.

Exercice 1

= Soit A1,..., A\, € K deux a deux distincts. Montrer qu'une matrice A € M, (K) commute avec B =
Diag (A1,...,An) si et seulement si elle est diagonale.

Soit A € M, , (K). Alors A = 0 si et seulement si

VX € M, (K), AX =0.

VAe M,,(K), VB,CeM,,(K), VA peK,  AAB+uC)=AIAB+ pAC
VA,Be M, (K), VCeM,,(K), Y\peckK, (AM+puB)C =IAC + puBC

VAe M,,(K), VBeM,,(K), VCeM,,(K), (AB)C =A(BC)
VAe My, (K), Al,=A et I,A=A



Proposition 2.10

Soit A € M, 4 (K) et B € M, , (K). Alors

(AB)" =BT AT.

Proposition 2.11

Soit 7,4, € Na 7:2 € [[I’T]]v ilan € [[]-aQ]] et jl € [[17p]] Alors

0 si ja2 # i1
Eiz,szil’jl = 6j2,i1Ei2,j1 = {

Eiz,jl S1 Jo = 17.

Exercice 2

= Montrer qu'une matrice A € M,, (K) commute avec toutes les matrices de M,, (K) si et seulement si c’est une
matrice scalaire.

Proposition 2.12

— Si D et D’ sont deux matrices diagonales dont les coefficients diagonaux sont respectivement Ag, ..., A,
et w1, ..., in, DD’ est diagonale et ses coefficients diagonaux sont Ajpi1, ..., Apfin-

— SiT et T” sont deux matrices triangulaires supérieures dont les coefficients diagonaux sont respectivement
Ay ey An et g, ..., i, TT est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont Ajpi1, ..., Apftin.

2.3 Calcul dans l’algébre M,, (K)

Définition 2.13

Soit A € M,, (K). On définit AP pour tout p € N par récurrence.
— A% =1,
— VpeN, Artl .= ArA,

Proposition 2.14

— Soit A € M,, (K). Alors

Vp,g €N,  APTT= APA9
(APYT = APY,

— Soit A, B € M,, (K) telles que AB = BA. Alors, pour tout p,q € N, AP et B? commutent. De plus

VpeN, (AB)P = APBP.

,
\.

Proposition 2.15

Soit A, B € M,, (K) telles que AB = BA. Alors, pour tout p € N

P p—1
(A+BP =Y (i) APTFBE et AP —BP =(A-B)|Y A U7kpk|.
k=0 k=0

Définition 2.16

On dit qu’une matrice N € M,, (K) est nilpotente lorsqu’il existe p € N tel que N? = 0.

Proposition 2.17

| r

Si N € M,, (K) est une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont nuls, alors
N™ = 0. En particulier, N est nilpotente.

,
.




Exercice 3

= On pose

1. Calculer A™ pour tout n € N.
2. Montrer qu’il existe B € M3 (R) tel que B? = A.

Proposition 2.18

Soit A, B € M,, (K). Alors
tr (AB) =tr (BA).

Remarque
= Cependant, en général, tr(ABC') # tr(ACB).
Exercice 4
I = Montrer qu’il n’existe pas de matrices A, B € M,, (R) telles que AB — BA = I,,.

2.4 Matrice inversible

Définition 2.19

On dit qu’une matrice A € M,, (K) est inversible lorsqu’il existe B € M, (K) tel que
AB=1, et BA=1I,.

Si tel est le cas, B est unique; on la note A~!. On note GL,, (K) I’ensemble des matrices inversibles.

Remarque

= Si A € M,, (K) est inversible, A~! I'est aussi et (A_l)_1 = A.
Exercices 5
= Soit A € M,, (K) telle que A2 — 5A + 61,, = 0. Montrer que A est inversible et calculer A~!.
= Soit N € M,, (K) une matrice nilpotente. Montrer que I,, + N est inversible.

Proposition 2.20
Si A, B € M,, (K) sont inversibles, il en est de méme pour AB et

(AB)™' =B14a~1.

Proposition 2.21

GL,, (K) posséde les propriétés suivantes.

I, € GL, (K)
VA,B € GL, (K), AB € GL, (K)
VA e GL, (K), A7!eGL,(K).

Nous dirons que (GL, (K), X) est un groupe, que l'on appelle groupe linéaire.

7
| .

Proposition 2.22

Si A€ M, (K), AT est inversible si et seulement si A l’est. De plus, si tel est le cas

(A7) = (a7




Une matrice diagonale D = Diag (A1, ..., \,) € M, (K) est inversible si et seulement si
Vk e [l,n], X #0.

Si tel est le cas

1 1
D! = Di |
lag<>\17 7>\n)

3 Matrice et Systéme linéaire

3.1 Interprétation matricielle
Définition 3.1
On considére le systéme linéaire & q équations et p inconnues

a1,1%1 + a12T2 + -+ + a1 pTp = Y1

(g1T1 + Qq2T2 + +* + g pTp = Yq-.

La matrice A := (a; ;) € Mgy (K) est appelée matrice du systéme. La matrice Y := (y;) € Mg 1 (K) est appelée
second membre. Si X = (z;) € M, 1 (K), alors (z1,...,x,) est solution du systéme si et seulement si AX =Y.

.

Remarque

= Le systéme est homogéne lorsque Y = 0. On rappelle que dans ce cas, X = 0 est une solution, appelée solution
triviale du systéme.

Définition 3.2

Soit A € M, , (K).
— On appelle noyau de A et on note Ker A 'ensemble des solutions du systéme homogéne AX = 0.

KerA:={X e M,; (K) | AX =0}.

— On note C4,...,Cp € My (K) les vecteurs colonne de A. On appelle image de A et on note Im A
I’ensemble
ImA:={21C1 +---+2,Cp: 21,...,2p, € K}.

.

\.

Remarque

= Ces définitions sont motivées par le fait que

©: MpJ(]K) — Mq71(K) .
X — AX

est une application linéaire dont le noyau et I'image sont respectivement Ker A et Im A.

On considére le systéme linéaire AX =Y ot A € My, (K) et Y € M, (K).
— Ce systéme admet au moins une solution si et seulement si Y € Im A.
— Si c’est le cas, soit Xy € My, 1 (K) une solution particuliére. Alors I’ensemble des solutions est

S=Xo+KerAd={Xo+X:X €KerA}.



3.2 Calcul d’inverse, systéme de Cramer

Proposition 3.4

Soit A € M,, (K). Alors A est inversible si et seulement si il existe B € M,, (K) tel que
VXY € Ma1 (K), AX=Y <= X=BY.

De plus, si tel est le cas, B est I'inverse de A.

Remarque
= Etant donné A € M,, (K), cette proposition affirme que s’il existe B € M,, (K) tel que quels que soient z1, ..., 2,
Y1,---Yn € K

41,171 +a12T2++ +010Tn = Y1 Ty = b11y1 +bioys + - +biayn

(n1T1 + Ap2T2 + 0 + Gy pTn = Yn Ty =bpay1 +bpoyo + - +bnnin

alors A est inversible et A~! = B. Inverser une matrice revient donc a résoudre un systéme linéaire.

Exercice 6

= Montrer que la matrice

est inversible et calculer son inverse.

Définition 3.5

On dit qu’un systéme AX =Y a n équations et n inconnues est de Cramer lorsque A € GL,, (K).

Remarque
= Le fait d’étre de Cramer est une propriété qui ne dépend pas du second membre.

Proposition 3.6

Un systéme de Cramer admet une unique solution.

3.3 Opérations élémentaires par produit matriciel

Définition 3.7: Matrice de dilatation

Soit € K* et k € [1,n]. Alors, il existe une et une seule matrice D € M,, (K) telle que :
— Quel que soit A € M,, ,, (K), la matrice DA est obtenue en multipliant la k**™e ligne de A par p.
— Quel que soit A € M, ,, (K), la matrice AD est obtenue en multipliant la k**™° colonne de A par p.
On la note Dy (1) et on dit que c’est une matrice de dilatation. De plus

Dy () =

1
Proposition 3.8

Soit u € K* et k € [1,n]. Alors, la matrice de dilatation Dy, (1) est inversible et

Dk ()] = D (%) |

\.




Définition 3.9: Matrice de transvection

Soit A € K et i,5 € [1,n] tels que i # j. Alors, il existe une et une seule matrice T' € M,, (K) telle que :
— Quel que soit A € M, , (K), la matrice T'A est obtenue en ajoutant A fois la jim° ligne de A a sa ¢ieme
ligne.
— Quel que soit A € M, ,, (K), la matrice AT est obtenue en ajoutant A fois la i-iéme colonne de A & sa
j-iéme colonne.
On la note T; ;(\) et on dit que c’est une matrice de transvection. De plus

Soit A € K et 4,5 € [1,n] tels que i # j. Alors, la matrice de transvection T; j (A) est inversible et

[T (V] =T (=)

Définition 3.11: Matrice de transposition

Soit k1, ke € [1,n] tels que ky # ko. Alors, il existe une et une seule matrice 7 € M,, (K) telle que :
— Quel que soit A € M,, ,, (K), la matrice TA est obtenue en échangeant les kq¢™° et ky'*™e lignes.
— Quel que soit A € M, ,, (K), la matrice AT est obtenue en échangeant les k;**™° et ky'*™° colonnes.
On la note 7y, 1, et on dit que c’est une matrice de transposition. De plus

Thky,ke =

ko
1 k1
0

ko

Soit k1, ke € [1,n] tels que k1 # ko. Alors, la matrice de transposition 7%, r, est inversible et

1 _
Thy ko — Tki,ko

3.4 Matrice échelonnée



Définition 3.13

On dit qu'une matrice E € M, (K) est échelonnée & pivots diagonauz lorsqu’il existe p1,...,p, € K* tels que
P1 Ko *
0.
- ~br ke *
E= " 0 Qe 0
0 e 0 0 0
Les coefficients pq, ..., p, sont appelés pivots de la matrice E.
Remarque

= Dauns le cas o la matrice échelonnée a pivots diagonaux E € M,, (R) est carrée, elle est inversible si et seulement
si r = n, c’est-a-dire si et seulement si F ne posséde aucune ligne de 0.

Soit A € M, , (K).
— Alors, il existe une succession d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes transformant A en
une matrice échelonnée & pivots diagonaux.
— Autrement dit, il existe des familles Q1,...,Q; € GLq (K) et Pi,..., P, € GL, (K) de matrices d’opé-
rations élémentaires telles que Q; - -- Q1 AP; - - - P,,, est une matrice échelonnée a pivots diagonaux.



