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1 Intégration

1.1 Fonction en escalier

Définition 1.1

On appelle subdivision du segment [a, b] toute famille (7x)y¢p«, de réels telle que

a=x0< a1 < < Tp_1<xH=D>0

Remarques

= On dit qu’une subdivision (xk>0<k<n est réguliere lorsque x4 1 —xy est indépendant de k. La subdivision (xk)ogkgn
de [a, b] définie par

b—
Vk e [0,n], =zp=a+k- a

est dite réguliére de pas (b —a) /n.
= Se donner une subdivision de [a, b] revient a se donner une partie finie de [a,b] contenant a et b.

Définition 1.2

Soit 71 = (¥k)ocp<n €t T2 = (Uk)o<chcm deux subdivisions d'un méme segment [a,b]. On dit que 72 est plus fine
que 7 lorsque tout élément de la famille 77 est un élément de la famille 75, c’est-a-dire lorsque

Vk e [0,n], Fie0,m], zr=uy;.

Soit 7 et 15 deux subdivisions d’un méme segment [a, b]. Alors, il existe une subdivision plus fine que 71 et 7o.

Définition 1.4

— Soit [a, b] un segment. On dit qu’une fonction ¢ : [a,b] — K est une fonction en escalier sur [a, b lorsqu’il
existe une subdivision 7:a =12y < --- < x, = b du segment [a,b] telle que ¢ est constante sur chaque
intervalle |xg, Zg41] :

Vk e [0,n—1], Fex €K, Vz€lrg,zri1], @(x)=ck.

— Soit I un intervalle. On dit qu'une fonction ¢ : I — K est en escalier sur I lorsque sa restriction & tout
segment [a,b] de I est en escalier sur [a, b].




Remarque

= Une fonction en escalier sur un segment prend un nombre fini de valeurs. Une telle fonction est donc bornée.

= Si on change la valeur d’une fonction en escalier en un nombre fini de points, elle reste en escalier.
Exercice 1

= Soit ¢ la fonction définie sur R} par

1
Ve >0, o(z):= {—J
x
¢ est-elle en escalier sur R* 7 Si on prolonge ¢ en 0 en posant ¢(0) = 0, la nouvelle fonction est-elle en escalier
sur Ry 7

Soit I un intervalle.
— L’ensemble des fonctions en escalier sur I est une sous-algebre de F (I, K).
— Si ¢ est une fonction en escalier sur I, il en est de méme pour |¢| et @.

1.2 Fonction continue par morceaux

Définition 1.6

— Soit [a,b] un segment. On dit qu’une fonction f : [a,b] — K est une fonction continue par morceauz sur
[a, b] lorsqu’il existe une subdivision 7:a = ¢ < - -+ < &, = b du segment [a, b] telle que :
— Pour tout k € [0,n — 1], f est continue sur |zy, Tr11].
— Pour tout k € [0,n — 1], f admet une limite finie & droite (au sens strict) en z;, et & gauche (au sens
strict) en x11. Autrement dit, la restriction de f & |xg,xk11[ est prolongeable par continuité sur
[xk, Ik+1].
— Soit I un intervalle. On dit qu'une fonction f : I — K est continue par morceaux sur I lorsque sa
restriction & tout segment [a,b] de I est continue par morceaux sur [a,b]. On note C2 (I, K) I’ensemble
des fonctions continues par morceaux de I dans K.

\. J

Remarques
= Les fonctions en escalier ainsi que les fonctions continues sont continues par morceaux.

= Si on change la valeur d’une fonction continue par morceaux en un nombre fini de points, elle reste continue par
Morceaux.

= On dit qu'une fonction f : D — K définie sur une partie élémentaire D = I; U --- U I,, est continue par morceaux
lorsque sa restriction & chaque I est continue par morceaux.

Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b]. Alors f est bornée sur [a, b].

Soit I un intervalle.
— L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur I est une sous-algébre de F _(I ,K).
— Si f est une fonction continue par morceaux sur I, il en est de méme pour |f]| et f.

Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] et € > 0. Alors, il existe une fonction en escalier
© définie sur [a, ] telle que
Vz € [a,0], |f(z) —o(z)| <e.

1.3 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Dans la suite de ce chapitre, si aq,...,a, € R, on définit

«lat,...,ap]» == [min(ay,...,a,), max(a,...,a,)].



Définition 1.10

Il existe une unique famille (Io3)(,pere d’applications de C9(«[a,b] »,K) dans K, associant & f €
C2 (« [a,b] »,K) le nombre I, ;(f) € K noté
b
| fads

Va,beR, YA\ pekK, Vf,geCl(«la,b]» K),

et vérifiant les propriétés suivantes.
— Linéarité

b

/ab(Af—Fug)(m)dx:)\/a f(m)da:—|—u/ g(z) da.

a

— Relation de Chasles
Va,b,c € R, Vfe€C2(«la,b,d» K),

/:f(:c)dx:/abf(x)dx—k/bcf(m)dx

Va,b € R, VfeC(«][a,b]»R),

— Positivité

(a<b) et (Vzelab, f@)>0)] = /f

— Uniformité

b
VzeK, Va,beR, /zdx:z(b—a).

Soit f : I — K une fonction continue par morceaux. Alors, pour tout a,b € I

/aaf(m)d:vzo et /abf(ac)dx:—/baf(m)dx

Soit f : I — C une fonction continue par morceaux. Alors, pour tout a,b € I
b b b
/ f(z dx—/ Re (f d.’L'—l—l/ Im (f(z)) dz et / f(x)dx:/ f(z)dx
a a a

= Soit f € C%(D,K) une fonction continue par morceaux définie sur une partie élémentaire. Soit D = I; U---U I,
sa décomposition en composantes connexes. Alors, pour tout a,b € D, lorsqu’il existe un méme k € [1,n] tel que

a,b € I, on peut définir
b
[ s

Cependant, il n’est pas possible de définir une telle intégrale si a et b n’appartiennent pas au méme I;. Par exemple,
si f est la fonction définie sur R* = ]—o0,0[ U ]0, +o0][ par

Remarque

Ve e R*, f(z):= -

alors f est continue sur R*, mais I'intégrale

n’a aucun sens.



1.4 Positivité de 'intégrale

Soit f et g : I — R deux fonctions continues par morceaux et a,b € I. On suppose que

a<b et Vrelab, flz)<g(z).

/a ' fa)da < / )i

= Si f et g: I — R sont deux fonctions continues par morceaux et a,b € I sont tels que

Alors

Remarques

azb et Vreclaby», flz)<gz),

/a ) dr > / gl e

Autrement dit, lorsque les bornes « ne sont pas dans le bon ordre », 'inégalité change de sens.

alors

= Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] et m, M € R tels que
Vz € [a,b], m < f(x) <M.
Alors .
m(b—a) i/ fl@)de < M (b—a).

Exercices 2

= Déterminer la limite, si elle existe, de la suite de terme général
1t
—/ Arcsin” x dz.
n! Jo

= Soit n € N. Montrer que

En déduire que
4
< .
2n+3

n k
(1)
—4
T4 oha
k=0
= Soit f : R — R une fonction continue telle que f(x) — [ € R. Déterminer la limite, si elle existe, de la suite
xr—r+00

de terme général
n+1
/ f(z)da.

Soit f : I — K une fonction continue par morceaux et a,b € I. Alors

/abf(x)dx

est invariant par tout changement de la valeur de f en un nombre fini de points.

Remarque
= Soit ¢ une fonction en escalier sur le segment [a,b]. Il existe donc une subdivision @ = 29 < -+ < z, = b et
Coy---,Cn—1 € K tels que
VEe[0,n—1], V€ lag, ], o) =c.
Alors

n—1

b
/ o(z)dz = Z ck(Ths1 — Tp)-
@ k=0



Proposition 1.15

Soit f : I — R une fonction continue par morceaux et a,b € I tels que a < b. Si f est positive sur [a,b] et s'il
existe g € [a, b] en lequel f est continue et f (z¢) > 0, alors

/abf(:v)dx > 0.

.

\.

Proposition 1.16

Soit f : I — R une fonction continue et a,b € I tels que a < b. Si f est de signe constant sur [a,b] et

[ rwa=o

alors
Vr € [a,b], f(z)=0.

.

Exercices 3
= Soit P € R[X] tel que

/01 P%(z)dx = 0.

Montrer que P = 0.

= Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que

b
/ f(z)dz =0.
a
Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = 0.

1.5 Inégalité triangulaire

Proposition 1.17: Inégalité triangulaire

Soit f : I — K une fonction continue par morceaux et a,b € I. Si a < b, alors

/abf(a;) dz

= Soit f : [0,1] — R une fonction continue par morceaux. On définit la fonction g sur R par

< / @) de.

Exercice 4

1
Ve eR, g(z):= / () sin (xt) dt.
0
Montrer que g est lipschitzienne.

1.6 Somme de Riemann

Proposition 1.18

Soit f : [a,b] — K une fonction continue par morceaux. Alors

h— n—1 b b
naZf(a—l-k na)m/a f(z)da.

k=0

Remarque
= Si f: [a,b] = K est continue par morceaux, de méme

b— b— b
naZf<a+k na)m/af(m)dw.

k=1

n



Exercices 5

= Calculer la limite de la suite de terme général

Z": n+k
2 2"
—n +k

= Soit a € R%.. Trouver un équivalent simple de
n
S
k=0

2 Intégration et dérivation

2.1 Continuité et dérivabilité

Proposition 2.1

Soit f : I — K une fonction continue par morceaux, a € I et F la fonction définie sur I par

x
Veel, F(z)= / (1) dt.
a
On suppose qu’il existe un intervalle J C I et un réel M € R, tels que

veed, |f(z)|<M.

Alors F' est M-lipschitzienne sur J.

Proposition 2.2

Soit f : I — K une fonction continue par morceaux, a € I et F la fonction définie sur I par

Veel, Flz)= / " f)ar.

Alors F est continue sur 1.

Proposition 2.3

7
| \

Soit f : I — K une fonction continue par morceaux, a € I et F la fonction définie sur I par

x
Veel, F(z)= / (1) dt.
a
Soit kg € I. Si f est continue en xq, alors F' est dérivable en x et

F' (z0) = f (x0) -

\

Remarque
= Soit f : I — K une fonction continue et a,b: J — I deux fonctions dérivables. On définit la fonction g sur J par

b(z)

Veeld, g(z)= /( : f(t)de.

Alors g est dérivable sur J et

VzelJ, g'(z)="V(2)f (b(x)) - d(@)f (alz)).

2.2 Primitive

Définition 2.4

Soit f une fonction définie sur une partie D de R. On appelle primitive de f toute fonction dérivable F': D — K
telle que
Vz € D, F'(z) = f(z).




Soit f : I — K une fonction continue sur un intervalle 7. Alors
— [ admet une primitive.
— Si F: I — K est une primitive de f, une fonction G : I — K est une primitive de f si et seulement si il
existe ¢ € K tel que
Veel, G(z)=F(z)+ec.

Remarque

™ Si f est une fonction continue sur une partie élémentaire D = Iy U--- U I,, (ou Iy,...,I, sont les composantes
connexes de D), alors f admet une primitive. De plus, si F': D — K est une primitive de f, une fonction G : D — K
est une primitive de f si et seulement si il existe c¢q,...,c, € K tels que

Vk e [l,n], Vzxely,, G(z)=F(x)+ck.

2.3 Calcul d’intégrales

Théoréme 2.6: Théoréme fondamental de 1’analyse

Soit f : I — K une fonction continue, a,b € I et F' est une primitive de f. Alors

b
/ f(@)dx = F(b) — F(a).

Remarques
= Soit f : I — K une fonction de classe C! et a,b € I. Alors

F(b) — f(a) = / £(t)dt.

= Si f est une fonction de classe C! sur l'intervalle I et s’il existe M € R, tel que
Veel, |f'(z)] <M,
alors f est M-lipschitzienne. On retrouve donc ’inégalité des accroissements finis dans le cas ol f est de classe C'.
Exercice 6

= Soit n € N*, a € R} et z,y > a. Montrer que

1

[ Ve = vl <

na

Soit f : I — K une fonction continue, g : I — K une fonction de classe C! et a,b € I. Alors, si F est une
primitive de f
integre

b A 5 b ,
| 7@ gla) do = F@g@)L - [ Fla)g@)d.
a ~~~ a
dérive
Exercice 7
= Pour tout n € N, on définit

a
3
I, ::/ sin” x dx.
0

Calculer I,,.

Soit Z : I — J une fonction de classe C1, x,,z, € J et ty,tp € I tels que T (t,) = x4 et T(tp) = apet f:J - K
une fonction continue. Alors

/ )l / @0 T

Remarque
= Cette proposition reste vraie lorsque f est continue par morceaux et Z(t) = at + .



Exercices 8
= Soit a,b € R tels que a < b. Calculer

b
| VE=ae-sa

= Soit f : R — R une fonction continue en 0 telle que

Vr,y €R, f(x+y) = f(x)+ fly)

Montrer que f est linéaire.

Proposition 2.9

— Soit a > 0 et f: [—a,a] — K une fonction continue par morceaux.
— Si f est paire

0 a
f(z)dz = / f(z)da.
—a 0
En particulier
flz)dz = 2/ f(z)da.
—a 0
— Si f est impaire

_Oa f(z)dz = —/Oa f(z)da.

En particulier

’ f(z)dx =0.

—a

— Soit f: R — K une fonction continue par morceaux, T-périodique. Alors

/:+T f(z)da.

ne dépend pas du réel a.

2.4 Formules de Taylor

2.4.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Proposition 2.10: Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f : I — K une fonction de classe C"*!. Si a,b € I, alors

n k) (g b p\n
f(b):sz( )(b—a)k+/ %Jf("ﬂ)(t)dt.

Exercices 9

= Montrer que

= Montrer que

Proposition 2.11: Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f : I — K une fonction de classe C"*1. On suppose qu’il existe M € R, tel que

Vtel, ] f("“)(t)‘ < M.



Sia,be I, alors

Exercice 10

= Montrer que pour tout z € R

n
(G o
kz_% 2k 1)!3: e sinz.

2.4.2 Intégration de développement limité

Proposition 2.12

Soit f et g : I — K deux fonctions continues par morceaux sur un intervalle contenant 0. On suppose que g est
de signe constant au voisinage & gauche de 0 et au voisinage & droite de 0. Si

f@) = o (9(x)),

alors

Proposition 2.13

Soit f : I — K une fonction continue sur un intervalle contenant 0. On suppose que f admet un développement
limité en 0 & 'ordre n

f(z) = Zakxk + .0, (z").
k=0

Si F' est une primitive de f, alors elle admet un développement limité en 0 & I’ordre n + 1 donné par

x—0

Fl)=F0)+Y k‘f -+ o (a™).
k=0

Proposition 2.14: Formule de Taylor-Young

Soit n € N* et f : I — K une fonction de classe C"~! sur un intervalle contenant a € R. On suppose de plus
que f est dérivable n fois en a. Alors f admet un développement limité en a & 'ordre n et

mofk)
f(a+h):k2=0fk—!(a)hk+h0

—

L.

.




