Fonctions usuelles

« En mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s’y habitue. »

— JoHN VoN NEUMANN (1903-1957)

« Le logarithme de John Napier, en réduisant leur travail, a
doublé la vie des astronomes. »

— PIERRE-SIMON LAPLACE (1749-1827)

« Arctan % + Arctan % =7

— LEONHARD EULER (1707-1783)
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1 Logarithme, exponentielle, puissance

1.1 Logarithme népérien

Définition 1.1

On appelle logarithme népérien et on note In 'unique primitive sur R de la fonction z +— 1/x qui s’annule
en 1.
In: Ry — R

/zdt
T —
1 t




Remarque

= Le nom In est a la fois Pacronyme de logarithme naturel et de logarithme népérien (en hommage a John Napier,
mathématicien Ecossais, 1550-1617).

Proposition 1.2

— In est continue sur R} .
— In est dérivable sur R et

1
vz eRY, In'z= e

Remarque

= La fonction
f: R — R
x — In|z
est dérivable sur R* et, pour tout z € R*, f’(z) = 1/x. Autrement dit, sur R*
dx

=In|x|.

Proposition 1.3

In1=0,
Va,y € RY, In(zy) =lnz +1Iny,
Vo € RY, In(1/z) = —Inz,
Vz eRY, VnelZ, Inz" =nlnz.

Proposition 1.4

| L

1
Vx e R}, VneN', ln%za-lnx.

r
.

Proposition 1.5
In est strictement croissante sur R* . De plus

Inx — +o00 et lnz —— —o0.
T—400 x—0

\.

Exercice 1
= Reésoudre l'inéquation In |z + 1| — In |2z + 1| < In 2.

N

Proposition 1.6

In réalise une bijection de R* dans R.

Définition 1.7

| L

Il existe un unique réel, noté e et appelé nombre de Néper, tel que Ine = 1.

Proposition 1.8

Ve e]-1,400[, In(l+z) <z

.

I Exercice 2
1

1
= Montrer que pour tout n € N*, —= <In (1 + —) <o



Proposition 1.9

— ———— 400, zlnz —— 0,
Inx z—+4cc z—0
1
n(l+x) i
a8 z—0

1.2 Exponentielle

Définition 1.10

Pour tout y € R, il existe un unique x € R tel que Inz = y; on le note expy. On définit ainsi la fonction

exp: R — R}
Yy —> expy.

Remarques
= Autrement dit, exp est la bijection réciproque de In.

= Par définition
Vr e R, expx>0.

Proposition 1.11

Vr € R, In(expz) =z,
Ve e RY, exp (Inz) = z.

Proposition 1.12

exp réalise une bijection de R dans RY.

.




Proposition 1.13

exp0 =1, expl =e,
Vr,y € R, exp (z + y) = exp(x) exp(y),
Vo € R, exp (—z) =

expx’
Ve eR, VneZ,  exp(nz)=(expx)”.

Proposition 1.14

exp est strictement croissante sur R. De plus

expr —— 0 et expr — +00.
T—+00

T—>—00

Proposition 1.15

— exp est continue sur R.
— exp est dérivable sur R et
Vr €R, exp z =expux.

Proposition 1.16

| .

Ve eR, expzr>1+uz.

Exercices 3

= Montrer que
1

Ve <1, expzx< .
1—z

= Soit a,b € R tels que 0 < a < b. Montrer que

Vx e RY, 0<bexp(—ax)—aexp(—br) <b—a.

Proposition 1.17




1.3 Logarithme et exponentielle en base a
Définition 1.18

Soit @ € R \ {1}. On appelle logarithme en base a et on note log, la fonction

log,: RY — R
Inz
r — —.

Ina

Remarque

= Le logarithme népérien est le logarithme en base e. Si a = 10, on obtient le logarithme décimal qui est utilisé en
physique (pour définir les décibels) et en chimie (pour définir le pH).

Exercice 4
= Reésoudre le systéme

2log, y +2log, x = —5
Ty = e.

Soit @ € R \ {1}. Alors

Vz,y eRY,  log, (zy) = log, z +log, y,
Vo € R, log, (1/z) = —log, x,
Vz eRY, VneZ, log, 2" = nlog, x.

Définition 1.20

Soit a € RY \ {1}. Alors, pour tout y € R, il existe un unique z € R* tel que log, = y; on le note exp, y et
on a

exp,y =exp (ylna).



On définit ainsi la fonction
exp,: R — RY
y +— exp(ylna.)

Remarque

= Lorsque a = e, on retrouve la fonction exponentielle.

1.4 Fonction puissance

Définition 1.21

Pour z € R et y € R, on définit x¥ par
¥ :=exp(ylnz).

Remarques

= En particulier, pour tout x € R, expx = e®. Plus généralement, si a € R* \ {1}
Vr €R, exp,(z)=a".

On utilisera désormais cette notation pour désigner I’exponentielle ainsi que I’exponentielle en base a.

= Afin de dériver une fonction de la forme f(x) = u(x)"®, il est recommandé de la mettre sous la forme
fla) = ev(®) In(u(@))
Exercices 5

= Résoudre I'équation V¥ = \/z .
= Calculer <L (27).

Définition 1.22

Soit @ € R. On appelle fonction puissance, la fonction définie sur R

va: RL — R
r — %

Proposition 1.23

vz eRY, 2°=1, VaeR, 1*°=1,
Vr e R}, Va,beR, zot0 = g%gb,

Vz eR}, Va€R, ™% =1/2%,
Vz,y e R}, VacR, (zy)
Vr e R}, Va,beR, (x“)b =z,

Vz eRY, VacR, In(z%) =alnz.

Proposition 1.24

7
| \

Soit a € R. La fonction ¢, : x — 2 définie sur R est
— continue sur R .
— dérivable sur R* et
Vz e R:, ¢h(z) =az*" "

Proposition 1.25

Soit a € R. Alors

400 sia>0 0 sia>0

¢ —— <1 sia=0 et % —— <1 sia=0
x— 400 z—0

0 sia<O0 400 sia<0.

\




Remarque

= Sia > 0, on définit 0% en posant 0% := 0. La fonction

est continue sur R et dérivable sur
— Ry lorsque a > 1 avec

Ve eRy, ¢ (z)=az® .
— R lorsque a < 1 avec

vz eRY, ¢l (z) =az .

Vn € N*, V>0,

3
D
|
8
Sl

1.5 Calcul de limite

Soit a, 8 > 0 et n € N*. Alors

eax :L,Ot

— ———p y —_— —|—OO7
1‘6 r—r+00 (lnx)B T—r+00

2% (lnz)" — 0.
z—0

Remarques

= Mnémotechniquement, on dit qu'en 0 et en +oo, 'exponentielle ’emporte sur la puissance qui 'emporte sur le
logarithme.

= La technique essentielle dans le calcul des limites est la factorisation par le terme principal : lorsqu’on fait face a

une somme de termes qui tendent vers £00, il est nécessaire de factoriser par le terme qui tend « le plus vite vers
Iinfini ».

— Pour calculer la limite en +co0 des polynoémes, il convient de factoriser par le monéme de plus haut degré. Par
exemple

1 1
23 — 2+ 1 =123 (2—+
T

)
T

r—+00



— Pour calculer la limite en oo des fractions rationnelles, il convient de factoriser au numérateur et au dénomi-
nateur par le monéme de plus haut degré. Par exemple
2 +25-3 14+2-35 1
22 -1 2—% z—too 2

— Pour calculer la limite en +oo des fractions rationnelles en x et en e”, il convient d’utiliser les croissances
comparées en se rappelant que ’exponentielle ’emporte sur les puissances en —oo et en +00. Par exemple
5 2x T z
e“r — 2xe 1-22% 1
e —a’=e"(1- "= ) —— +o0, = 3 2"
et ) xz—+oo 3 4 3e2 34+ % aotoo 3
pSers

— Pour calculer la limite en 400 ou en 0 des fractions rationnelles en Inz,z et e, il convient d’utiliser les
croissances comparées en se rappelant que ’exponentielle I’emporte sur les puissances qui 'emportent sur le
logarithme que ce soit en +o00 ou en 0.

= Une autre technique importante est la technique du changement de variable. Elle se base sur le théoréme de
composition des limites. Le principe en est le suivant. Etant donné une fonction f définie au voisinage de a, on
cherche deux fonctions g et @ telles que sur ce voisinage

f(z) = g(u(z)).
Si on connait la limite [ de @(x) lorsque x tend vers a et la limite I de g(u) lorsque u tend vers [, alors le théoréme
de composition des limites permet de conclure que f(x) tend vers I’ lorsque = tend vers a.
Exercices 6

= Calculer la limite de
0@ Ing — 1000 | o2z

5 en +oo.
e’ +Inx +x
= Calculer les limites suivantes
In )2 1 ec”
(Inz) en 400, ~—.e =2 en, ~—— en +oo, Inz|® eno0.
e” T x2

2 Fonctions trigonométriques directes et réciproques

2.1 Fonctions trigonométriques directes

sin x

9B x—0

Les fonctions sin, cos et tan sont dérivables une infinité de fois sur leur ensemble de définition et
s (n) . ™
vneN, VzreR, sin'" & = sin :L'+TL§ ,
(n) » — T
Vn eN, VzreR, cos\" r = cos x+n§ ,
1

cos?z’

VxeR\(%—i—WZ), tan’z = 1 + tan’z =

Vx >0, sinz < x,
Vo € R, |sinz| < |z|.

Exercices 7
= Montrer que

x.

2
Vo € [O,E], sinx > —
2 us

= Calculer la dérivée n-iéme de la fonction d’expression sin® z.
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2.2 Fonction Arcsin

Définition 2.4

Pour tout y € [—1,1], il existe un unique = € [—7/2, 7/2] tel que sinx = y; on le note Arcsiny. On définit ainsi

la fonction
Arcsin: [-1,1] — [-7/2,7/2]
y +— Arcsiny.

Remarque

= Autrement dit, sin réalise une bijection de [—m/2,7/2] dans [—1,1] et Arcsin est sa bijection réciproque.



Proposition 2.5

Ve e [-1,1], sin (Arcsinz) = z,
Vo € [—— —] ) Arcsin (sinz) = .

Exercice 8
= Calculer ;
Arcsin(1), Arcsin (Sil’l %) , Arcsin (sin 77T) , Arcsin (cos %) .

Proposition 2.6

Arcsin réalise une bijection de [—1,1] dans [—7/2,7/2].

Proposition 2.7

— Arcsin est strictement croissante sur [—1,1].
— Arcsin est impaire.

Exercice 9
= On pose
1+
4

I

x = Arcsin

Calculer cos(4x) puis en déduire z.

Proposition 2.8

— Arcsin est continue sur [—1,1].
— Arcsin est dérivable sur |—1,1] et

1
VI—z2

Vo €]-1,1[, Arcsin’z =

.

Exercice 10

= Montrer que

T
Ve [0,1], =z < Arcsine < ——.
[0, 1] T
Y
y = Arcsinz y=2x




2.3 Fonction Arccos

Définition 2.9

Pour tout y € [—1,1], il existe un unique x € [0, 7] tel que cosxz = y; on le note Arccosy. On définit ainsi la
fonction
Arccos: [-1,1] — [0,7]
y +— Arccosy.

Remarque

= Autrement dit, cos réalise une bijection de [0, 7] dans [—1, 1] et Arccos est sa bijection réciproque.

Proposition 2.10

Ve e [-1,1], cos (Arccosz) = x,

Vz € [0,7], Arccos (cosz) = x.

Arccos (—%) et Arccos (cos 4?71-) .

= Simplifier Arccos (cosz) — 4 Arccos (cos(2x)) pour tout z € [0, 27].

Exercices 11
= Calculer

= Calculer cos (3 Arccos z).

Proposition 2.11

Arccos réalise une bijection de [—1,1] dans [0, 7].

Proposition 2.12

Arccos est strictement décroissante sur [—1, 1].

Proposition 2.13

— Arccos est continue sur [—1,1].
— Arccos est dérivable sur |—1,1] et

-1

V1—z2

Vz €]-1,1[, Arccos’'z =

.
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y=x
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2.4 Fonction Arctan

Définition 2.14

Pour tout y € R, il existe un unique x € |—m/2,7/2[ tel que tanz = y; on le note Arctany. On définit ainsi la

fonction
Arctan: R — |—-7/2,7/2]
y +—— Arctany.

Remarque
= Autrement dit, tan réalise une bijection de |—m/2,7/2[ dans R et Arctan est sa bijection réciproque.

Proposition 2.15

Vx € R, tan (Arctanx) = z,

Vxe]—gg[, Arctan (tanz) = z.

Exercices 12
= Calculer Arctan (tan %).

= Le langage de programmation Shadok dispose de la fonction Arctan mais pas de la fonction Arcsin. Exprimez
cette derniére & partir de la fonction Arctan.

Proposition 2.16

Arctan réalise une bijection de R dans |—m/2,7/2].

.

.

Proposition 2.17

— Arctan est strictement croissante sur R,

™

T
Arctany —— —— et Arctanx —— —.
r— —00 2 z—+oo 2

— Arctan est impaire.

.

Exercice 13
= Résoudre I'équation Arctan(2x) + Arctan(3z) = 7.



Remarque

= On a
™

1 1
Arctan 3 + Arctan 3 =7

Cette formule est utile pour calculer des approximations de 7. En effet, nous développerons des techniques pour
calculer des valeurs approchées de Arctan z, qui seront d’autant plus efficaces que x est proche de 0.

— Arctan est continue sur R.

— Arctan est dérivable sur R et |

Vr € R, Arctan’z = .
1+ 22

Exercice 14
= Montrer que pour tout x > 0, Arctanz < x.
Remarque

= Le calcul de primitive de la forme
/ ar +b
dz
2 +ax+f
ot a,b,a,B € R et 22 + ax + 3 n’a pas de racine réelle se fait de la maniére suivante.
axr +b 2r + « aq dx
——dzx = d (b — —) / —_—
/x2+aa:+,3 v /x2+0zx+ﬂ T 2 2+ ax+

2b — acx dx
1 2
n (e +aw+ ) + 2 /x2+ax+,6’

N NS

11 suffit ensuite de mettre le trindéme (qui rappelons-le n’a pas de racine réelle) sous forme canonique

<2x—|—a>2 1
2y

a\2 4B —a?
x2+cm:+ﬁz(as—|—§> —I—BT:WQ
————

=72>0

[t -t iy
{,E2+Ozl‘+ﬁ B 2x+a

1 d 1
= f/i:fArctanu

puis de poser u = (2z + «)/(27).

1+u? v
1 2
= — Arctan x+a.
En conclusion . o 5
/ﬁdz:gln(aﬁ—b—ax—l—ﬂ)—k 7aaArctan 1‘4’04.

Exercice 15
= Montrer qu’il existe a,b,c € R tels que

1 a bx + ¢

VeeR\M my s T T et

/ dz
3 -1

Utiliser ce résultat pour calculer



y = Arctanx

N

2.5 Formules de trigonomeétrie réciproque
Proposition 2.19
Vz € [-1,1], Arcsinz + Arccosx = g

1 ™
VY € R*, Arctanx + Arctan — = { 2 .
T _r
2

Exercice 16

= Montrer que

Définition 3.1

On définit les fonctions sh et ch sur R par

V.'L'ER, chx::% et sh;]}::e

Exercice 17
= Résoudre I'équation 7Tchz 4+ 2shz = 9.

Proposition 3.2

Vr € R, chx +shx =e®,
Vz € R, ch’?z —sh®z = 1.




Proposition 3.3

ch est sh sont dérivables sur R et

VzeR, ch'z=shz et sh’'z=cha.

Proposition 3.4

— ch est paire et sh est impaire.
— Ona

chx — 400 et chax — 400,
T—+00 T—r—00

she — 400 et shx — —o0.
x—+o00 Tr——00

Exercice 18

= Soit f € F(R,R). Montrer qu'il existe un unique couple (a,b) € F(R,R)? de fonctions, respectivement paire et
impaire, telles que
Ve eR, f(x)=a(z)+b(z).

On dit que a est la partie paire de f et que b est sa partie impaire. En particulier, ch est la partie paire de
I'exponentielle et sh est sa partie impaire.

Proposition 3.5

— ch est strictement décroissante sur R_ et strictement croissante sur R .
— Vx €R, chx>1.

— sh est strictement croissante sur R.

— Ve eR, [shx=0 <<= z=0] et [shz>0 < x>0].

.

Proposition 3.6

— sh réalise une bijection de R dans R.
— ch réalise une bijection de Ry sur [1, 4o0].

.

Y
y=chzx
/
/
. /4
/4
7
7
7/
1 -
//
y=e'/2___-q7
T : -
1
y=shx

Remarque

= Le graphe de la fonction ch est obtenu en laissant pendre une chaine entre deux points. C’est pourquoi, le graphe
de cette fonction est aussi appelé « chainette ».



Exercice 19
= On appelle Argsh la bijection réciproque de sh. Donner une expression de Argsh z a 1’aide des fonctions usuelles.

Définition 3.7

On définit la fonction th sur R

th: R — R
sh x

chz

Proposition 3.8

th est dérivable sur R et 1

2

VzeR, th'z=1-th’z= .
ch” x

En particulier th est strictement croissante sur R.

Proposition 3.9

| \

— th est impaire.
— On a

the —— 1 et thz — —1.

T—>+00 T—— 00

Proposition 3.10

th réalise une bijection de R dans |—1,1].

.

Remarque

= Les substitutions

cosr — chx

sinz — ishx

et donc tanxz — ithz transforment toute formule de trigonométrie circulaire en une formule de trigonométrie
hyperbolique.

Exercice 20
= Pour tout € R et n € N, calculer
n
Sp = sh(ka).
k=0

On pourra multipler S,, par sh(z/2) et utiliser des formules de trigonométrie hyperbolique.



