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1 Produit scalaire

1.1 Produit scalaire

Définition 1.1

Soit E un R-espace vectoriel. On dit qu’'une application

(|): ExE — R
(x,y) — (zly)

est un produit scalaire lorsqu’elle est

— bilinéaire

Vo,y,z € E, VA peR,  (z|Ay+pz) = A(zly) + p(zlz)

Az + pylz) = Azlz) + p(ylz)
— symétrique
Vz,y € E, (zly) = (ylz)
— positive
Ve e B, (x|z) >0

— définie

Vee E, (zlz)=0 = x=0

On appelle espace préhilbertien réel tout R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

\ 7

Remarques
= Le produit scalaire (x|y) est parfois noté (x,y), (z|y), (z,y) ou x - y.

= Le caractére symétrique du produit scalaire fait qu’il suffit de montrer la linéarité par rapport & I'une des variables
pour en déduire la bilinéarité.

= Quel que soit z € E, (z|0) =0 et (0|z) = 0.
Exercices 1

= Soit n € N. Montrer que application (.|.) définie par

V(1,0 @n), W1, yn) €ER™ (@1, @) (Y1, -, Un)) = Zl’kyk-
k=1

est un produit scalaire sur R™.



= On pose E := R[X]. Montrer que Iapplication (.|.) définie par

wmemm,umwzép@mmm

est un produit scalaire sur R[X].
= On pose E := M, , (R). Montrer que l'application (.|.) définie par
VAB € M,y (R), (AB) = tr(AB)

est un produit scalaire sur M, , (R).

1.2 Norme

Définition 1.2

Soit x € E. On définit la norme de x, notée ||z||, par

2]l = v {zlz).

On dit que z est normé lorsque |z|| = 1.
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Remarque

= Le plus souvent, il sera préférable de travailler avec ||z||* = (z]z) quavec ||z

Ve e E, VAeR, IAz]| = [A| |||
Vr € E, |z] =0 <= x=0.

Remarque
= Si z € E est un vecteur non nul, il y a exactement deux vecteurs normés colinéaires a x

x " x
— e - —.
] [l]

Soit x,y € E. Alors
[(ly)| < Ml llyll -

De plus, ’égalité a lieu si et seulement si = et y sont colinéaires. Plus précisément
— {(z|y) = ||=|| [|y]| si et seulement si il existe A > 0 tel que y = Az ou & = Ay.
— (z|y) = — ||z ||lyll si et seulement si il existe A > 0 tel que y = —Az ou x = —\y.

Remarques

= En particulier, avec le produit scalaire usuel sur R™, on a

V(xlw"axn)a(ylw"vyn) S Rn?

= L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’adapte au cas ol ¢ : E X E — R est une forme bilinéaire symétrique positive
quelconque, méme lorsque cette derniére n’est pas définie. Si z,y € E, on a alors

lp(z,y)| < Vel 2)v (Y, y)-

Cependant, la condition d’égalité n’est plus valide.
Exercice 2

= Montrer que
/11
Vx,y,z € R, x2+2y2+3z2<1:>|x+y+z|< 5

Si on suppose que 2 + 2% + 322 < 1, a quelle condition a-t-on |z +y + 2| = \/11/67



Soit f, g deux fonctions réelles continues sur l'intervalle I et a,b € I. Si a < b, alors

< (/:f?(x) dac>é (/abg?(x)dx)

De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si il existe A € R tel que

1
2

/a Sttt

[V € [a, 0], f(x) =Ag(x)] ou [vVx€la,b], g(z)=Af(z)].

Remarque

= Cette inégalité reste vraie si f et g sont des fonctions continues par morceaux. Cependant, dans ce cas, la condition
d’égalité n’est plus valide.
Exercices 3

= Soit f une fonction continue sur [a,b], & valeurs strictement positives. Montrer que

(/abf(x)dx> </bf(z)> > (b—a)?.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que cette inégalité soit une égalité.

= Soit a,b € R tels que a < b. Montrer que
bde _b—a
— <

o T Vab

Soit x,y € E.
— Alors
lz+yll <zl + vl

De plus, I’égalité a lieu si et seulement si x et y sont positivement liés, c’est-a-dire si et seulement si il
existe A > 0 tel que y = Az ou z = \y.
— De plus
Nzl =Nyl < lle =yl et flz+yll = =l -yl

L’identité suivante est appelée identité du parallélogramme

2 2 2 2
Va,y € B, o+ yll® + o - yl* =2 (o) + y)*)

Remarques

= Dans un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs des diagonales est égale a la somme des carrés des
cotés.

= Les identités suivantes sont appelées identités de polarisation.
1 2 2 2
5 (Il +yl* = (Il + 11y1”*))

1 ((lal® + 191%) = 1 = 1)

3
1 2 2
7 (le+ 9l =l —yI?).

Ve,ye B, (z|y)

Exercices 4

= Soit x,y € E deux vecteurs distincts de normes inférieures ou égales & 1. Montrer que

x+y
<1
-

= Soit u € L (E) tel que, pour tout z € E, (u(x)|z) = 0. Montrer que

Vo,y € B, (u(@)ly) = — (z[u(y)) .



1.3 Notion d’orthogonalité

Définition 1.8

— Soit z,y € E. On dit que x et y sont orthogonauz lorsque (z|y) = 0.

— Soit A et B deux parties de E. On dit que A et B sont orthogonales lorsque

Va€ A, VbeB, (alb)=0.

Remarque

= Le vecteur nul est orthogonal & tout vecteur.

Définition 1.9

Soit (z;);cr une famille de vecteurs de E.
— On dit que cette famille est orthogonale lorsque

Vi,jel, i#j = (xiz;)=0.
— On dit que cette famille est orthonormeée lorsque

0 siisj

Vi,j €1, <$i|xj>:5ivj = {1 sit=7j

Remarque

= Sur R™ muni du produit scalaire usuel, la base canonique est orthonormée.

Toute famille orthogonale ne contenant aucun vecteur nul est libre.

Remarque
= En particulier, toute famille orthonormée est libre.
Exercice 5

= Soit E le R-espace vectoriel des fonctions réelles continues, 27w-périodiques sur R. On définit sur E le produit

scalaire )
T
VigeE, (flo)=[ [lz)g(z)de.
0
Pour tout & € N*, on définit la fonction s, par si(z) = sin(kz) et pour tout k& € N, la fonction ¢, par
ck(x) == cos (kx). Montrer que pour tout n € N, la famille (¢, s1,¢1, ..., Sn, ¢,) est orthogonale.
Soit (z1,...,z,) une famille orthogonale. Alors
n
2 2
lzg - zal® =D llaxll®
k=1
Remarque
= Si z et y sont deux vecteurs de E, alors ||z + y||* = ||z[|> + ||y||® si et seulement si z et y sont orthogonaux. C'est

le théoréme de Pythagore.
Définition 1.12

Soit A une partie de E. On appelle orthogonal de A et on note A+ I’ensemble des vecteurs orthogonaux a tous
les éléments de A

Al ={z € E|Yac A, (a|z)=0}.

En particulier A et A+ sont orthogonaux.

Remarques
> {0}" = E et B+ = {0}.



= Si A et B sont deux parties de E telles que A C B, alors B+ C A+,

Proposition 1.13

Soit A une partie de E.
— A” est un sous-espace vectoriel de E.
— AL = (Vect A)*.

Remarque

= Si F est un sous-espace vectoriel de E, F et F'- sont en somme directe.
Exercice 6
= Soit £ := C°([~1,1],R) muni du produit scalaire

1
Woe B, (flo)= [ falgla)de
-1
On pose F:={f € E|Vz€0,1], f(x)=0}. Calculer F*, puis F & F*.

2 Espace euclidien

Définition 2.1

On appelle espace euclidien tout R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire.

Remarque

= Dans la suite de ce chapitre, excepté dans la section sur la minimisation de la distance & un sous-espace vectoriel,
FE désignera un espace euclidien.

2.1 Supplémentaire orthogonal

Proposition 2.2

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors
E=FoF*.

De plus, F* est 'unique supplémentaire de F orthogonal a F'; on I'appelle le supplémentaire orthogonal de F.

Remarque
= Lorsque F n’est pas de dimension finie, la somme F + F* reste directe, mais elle n’est pas toujours égale a E.
Exercice 7

= On considére E := M,, (R) muni du produit scalaire (.|.) défini par
VA,B € M, (R), (AB):=tr(A"B).

Montrer que S, (R)* = A, (R).

Proposition 2.3

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors

dim E = dim F + dim F*.

Proposition 2.4

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors

(FHy =F




2.2 Base orthonormeée

Proposition 2.5

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Si (fi,..., fp) une base orthonormée de F' et (g1,...,gq) est une base
orthonormée de F*, alors (f1,..., fp,91,---,9,) est une base orthonormée de E.

Proposition 2.6

Tout espace euclidien admet une base orthonormée.

Remarques
= Le calcul des coordonnées de x € E dans une base orthonormeée se fait donc en effectuant des produits scalaires.

= En termes de base duale, la proposition précédente s’énonce
Vee E, Vke[l,n], ep(z)= (exlx).

Proposition 2.9

Soit B = (eq,...,ey,) une base orthonormée de E.
— Soit z,y € E dont les coordonnées dans la base B sont respectivement (z1,...,%,) et (y1,...,Yn). Alors

(zly) = Zxkyk-
k=1

Autrement dit, si X = Mp (z) et Y := Mp (y)
(aly) = XTY.

En particulier

n
lall? = > af = X7 x.
k=1
— Soit (x1,...,2p) une famille de vecteurs de E et M = Mg (x1,...,zp) € M, , (R). Alors

MM = ((zi]z;))15i<p
1<5<

/
bS]

Proposition 2.10

Soit B une base orthonormée de E de dimension n et (z1,...,2,) une famille de n vecteurs de E. On pose
M = Mg (z1,...,2,). Alors (z1,...,2,) est une base orthonormée de E si et seulement si
MM =1,.

2.3 Projecteur orthogonal

Dans cette section, et dans cette section seulement, E désigne un espace préhilbertien.



Définition 2.11

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors
E=FoFt

De plus, F* est 'unique supplémentaire de F orthogonal a F'; on I'appelle le supplémentaire orthogonal de F.

Définition 2.12

| r

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. On appelle projecteur orthogonal sur F, le projecteur
sur F parallélement a F*.

Proposition 2.13

| r

Soit p un projecteur orthogonal. Alors

VeeE, |p)ll <l

Proposition 2.14

7
| \

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, (eq, ..., e,) une base orthonormée de F et p le projecteur
orthogonal sur F'. Alors

3

Ve e E, p(z)=) (ek|z)ex.
k=1
Remarques
= Sila base (ey,...,e,) de F est orthogonale, alors
Ve e E, px)= (ek|ac2> k-
= llexll

De plus, si ¢ est le projecteur sur F+ parallélement a F, alors p + ¢ = Id donc

= En particulier, si E est un espace euclidien, u est un vecteur non nul de E et p est le projecteur orthogonal sur
Vect(u)*, alors
(u]z)

- 5 U.
il

Ve e E, plx)==z

Exercice 8
= Déterminer la matrice dans la base canonique de R* de la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel I’
d’équation
r+y+z+t=0
r—y+z—t=0.

Définition 2.15

Soit A une partie non vide de E et « € E. On définit la distance de x & A, que 'on note d(z, A), par

d(z, A) = ;gij |z —al .

Proposition 2.16

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et « € E. Alors, la borne inférieure

d(z,F) = jut |lo ~ /]

est un minimum qui est atteint en un unique point. Ce point est le projeté orthogonal de x sur F.

\.




Exercice 9

= Montrer que la borne inférieure

inf / et~ (ar + ) da

(a,b)eR? | 4

est atteinte en un unique couple (a,b) € R? que I’on calculera.

2.4 Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Dans la suite de ce chapitre, F désigne de nouveau un espace euclidien.

Soit B := (eq,...,e,) une base de E. Alors il existe une base orthogonale (fi,..., f,) de E telle que pour tout
k€ 0,n], (fi,..., fr) est une base orthogonale de Fj, := Vect(eq,...,ex).

Remarques
= Une telle base est donnée par I'algorithme d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.
— On pose f; = e1. La famille (f1) est alors une base orthogonale de Ej.
— Soit k € [1,n—1]. On suppose qu’on a construit une base orthogonale (f1,..., fx) de Ey. On définit pgiq

comme le projeté orthogonal de egy; sur Ey. Puisque (f1,..., fx) est une base orthogonale de Ej, on a
k
(filex+1)
Pk+1 = Z 17210 i
= il
On note fx41 = er+1 — pr+1 le projeté orthogonal de ey 1 sur Ekl On a alors
k
filex+1
frrr=ext1— Y @f@
= Al
On a ainsi construit une base orthogonale (fi,..., fr+1) de Exy1.
La base orthogonale (f1,..., f,) ainsi construite est solution de notre probléme.
= Dans la proposition précédente, il n’y a pas unicité d’une telle base (f1,..., f,). Cependant, une famille (g1, ..., gn)
est une autre solution de notre probléme si et seulement si il existe A\j,..., A\, € R* tels que

VkE[[l,nﬂ, gk:Akfk-

= L’algorithme d’orthogonalisation de Gram-Schmidt peut s’utiliser pour une famille (ey,...,e,) quelconque d'un
espace euclidien de dimension n.
— Sil'un des vecteurs fj est nul, alors e, € Vect(ey,...,ex_1) et Ialgorithme s’arréte.
— Sinon, I'algorithme construit une base orthogonale de E tout en prouvant la liberté de (eq,...,en).

Exercice 10

= On pose E = R,[X], que Pon munit du produit scalaire
1
VP,Q € Ry[X], (PIQ) = / P(2)Q(x) da.

-1

Montrer qu’il existe une unique base orthogonale de E, formée de polynomes Py, ..., P, de coefficients dominants
égaux a 1, tels que
Vk € [0,n], degP;=k.

Calculer cette base pour n = 3.

Soit B := (eq,...,e,) une base de E. Alors il existe une base orthonormeée (¢1,...,g,) de E telle que pour tout
k € 0,n], (g1,-..,9%) est une base orthonormée de Ej := Vect(ey,...,ex).

Remarques

= Si l'on souhaite obtenir une telle base, il suffit de normer les vecteurs de la famille (f1,..., f,) obtenue par 1’algo-
rithme d’orthogonalisation de Gram-Schmidt en posant

1
Vk € [1,71]], gk:mfk

On dit qu’on a obtenu la base (g1, ..., g,) par algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.



= Dans la proposition précédente, il n’y a pas unicité d’une telle base (g1, ..., gn). Cependant, une famille (hq, ..., hy,)
est une autre solution de notre probléme si et seulement si il existe e1,...,e, € {—1,1} tels que

Vk € [[l,n]], hy = ELIk-
= Pour avoir 'unicité, il suffit de rajouter la condition
Vk e [1,n], ({ex|gr) > 0.

L’unique famille solution de ce probléme est la famille obtenue par le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt.
Exercice 11

= Dans R? muni du produit scalaire usuel, orthonormaliser la famille
e = (1,—2,2), €2 = (—1,07—1), €3 — (57—3, 7)

2.5 Dual

Pour toute forme linéaire ¢ sur F, il existe un unique a € E tel que

Ve e E, ¢(z) = (alz).



