Espaces vectoriels

« Vector is a useless survival, or offshoot from quaternions, and has never
been of the slightest use to any creature. »

— Lorbp KELVIN (1824-1907)
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1 Espace vectoriel, application linéaire

1.1 Deéfinition, propriétés élémentaires

Définition 1.1

Soit E un ensemble. On dit qu’une loi notée additivement

+: EXE — E
(r,y) — x+y

fait de (E,+) un groupe commutatif lorsque :
— Elle est associative

Vz,y,2 € E, (z+y)+z=x+ (y+ 2).
— Elle est commutative
Ve,ye E, z4+y=y+z.

— Elle admet un élément neutre
deeE, Vxe€FE, z+e=e+x=ux.

Un tel élément est unique ; on le note Og.




— Tout élément x € E admet un opposé
yeFE, z+y=y+z=0g.

Un tel élément est unique; on le note —z.

Remarques

= Sixy,x9,x3 € E, Vassociativité de la loi + affirme que (x1 + x2) + 3 = 21 + (22 + x3) ; on note 1 + x + o3 cette
valeur commune. Plus généralement, si x1,xs,...,x, € F, la valeur de 1 + x5 + - - - + x,, ne dépend pas de 'ordre
dans lesquelles sont effectuées les additions. Cela justifie 'usage de cette notation n’utilisant pas de parenthéses.

= Si (E,+) est un groupe commutatif et x,y € E, 'élément x + (—y) est aussi noté x — y. De plus
Ve,y,z€ B, x+y=2 <<= z=2z-—y.

= Les éléments de E sont réguliers. Autrement dit
Ve,y,2€ E, z+y=ax+2 = y=z2.

En premiére lecture, on pourra considérer que dans la suite de ce cours, K désigne le corps Q, R ou C. Cependant,
excepté quelques résultats sur les symétries qui ne sont pas valables dans un corps de caractéristique 2, ce cours reste
valide si K est un corps quelconque, notion dont nous donnerons la définition plus tard dans I'année.

Définition 1.2

Soit K un corps, (F,+) un groupe commutatif d’élément neutre O et - une loi de composition externe.

KxE — FE
Nz) — Aoz

On dit que (E,+, ) est un K-espace vectoriel lorsque

Ve, y € B, V\eK, Az+y)=A-xz+Ay
Vee E, VA\pek, A+p)-z=Xz+p-zx
Ve e B, VA pekK A(p-z)=Ap) -z

Ve e F, 1-z=ux.

Les éléments de K sont appelés scalaires, ceux de E, vecteurs.

Vo € F, 0-z=0g
VA ek, A-0g =0g
Ve e E, VAeK, (=N -z=Xx-(—z)==(\-2)

Remarque

= En particulier, siz € E, (—1) - = —x.

VeeE, VAeK, XAz=0g = [A=0 ou x=0g].

Définition 1.5

Soit K un corps et n € N*. On définit sur £ = K"
— la loi de composition interne + par

V(z1,. . xn), (Y1, -, yn) € K*,

(@1, 2n) + (U1, ¥n) = @1+ 41, ., Tn  Yn) -




— la loi de composition externe - par
V(21,...,2,) €EK®, VAEK, A (21,...,25) = (Ax1,..., zp).

Alors (K™, +, ) est un K-espace vectoriel d’élément neutre (0, ... ,0).

Remarques
= En particulier, K est un K-espace vectoriel.

= C est un R-espace vectoriel.

Définition 1.6

Soit E' un K-espace vectoriel et X un ensemble. On définit sur F (X, E)
— la loi de composition interne + par

Vfge F(X,E), VzeX, (f+g)(z):=f(z)+g(z)
— la loi de composition externe - par
VfeF(X,E), VA€K, (\-f)(@)=A-f(a).

Alors (F (X, E),+,-) est un K-espace vectoriel dont ’élément neutre est ’application de X dans E qui a tout
z € X associe Og. En particulier, (F (X,K),+, ) est un K-espace vectoriel.

\.
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Remarque

= En particulier, si X est un ensemble, F(X,K) est un K-espace vectoriel dont le « zéro » est la fonction nulle. Ainsi,
F(R,R) est un R-espace vectoriel dont le « zéro » est la fonction nulle. De méme, ensemble RY des suites réelles
est un R-espace vectoriel dont le « zéro » est la suite nulle.

Définition 1.7

Soit (E,+,-) et (F,+,-) deux K-espaces vectoriels. On définit sur E x F
— la loi de composition interne + par

V(21,91), (T2,92) € EXF,  (z1,91) + (T2,92) = (1 + T2,41 + ¥2) -
— la loi de composition externe - par
V(z,y) e EXF, YAeK, A (z,y)=A\-x,X-9).

Alors (E X F,+,-) est un K-espace vectoriel d’élément neutre (0g,0p).

. 7

Dans la suite du cours, I’élément 0p sera désormais noté 0. Cependant, il sera toujours important de se demander
si un 0 est le zéro de K ou celui de E. Dans le second cas, on se demandera quelle est la nature de ce zéro : est-ce un
un scalaire, un n-uplet, une suite, une fonction ?

1.2 Sous-espace vectoriel

Définition 1.8

On dit qu'une partie F' d'un K-espace vectoriel FE est un sous-espace vectoriel de E lorsque
—0eF
— F est stable par combinaisons linéaires

Ve,ye F, YA\ uekK, Ax+ puyekF.

Si tel est le cas, (F,+, ) est un K-espace vectoriel.

.

Remarques

= Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors

Ve e F, V\ekK, Ax € F,
Vz,y € F, z+yeF



= Si E est un K-espace vectoriel, {0} est un sous-espace vectoriel de F appelé sous-espace vectoriel trivial. De méme,
FE est un sous-espace vectoriel de F.

= Soit ai,...,a, € K. Alors
F::{(gfla“-yxn)EK”|0/1l‘1+-~-—|-anxn:0}

est un sous-espace vectoriel de K™. Par exemple, I’ensemble des triplets (z,y, z) € R3 tels que x + 2y — z = 0 est
un sous-espace vectoriel de R3.

Exercice 1

= Montrer que ’ensemble des solutions de ’équation différentielle
VEER, y'(t)+e T yt)=0

est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des fonctions de R dans R.

Une intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Remarques
= Contrairement a l'intersection, I'union de deux sous-espaces vectoriels n’est pas en général un sous-espace vectoriel.

™ Soit (a;,5)1<i<q,1<j<p une famille de scalaires. Alors
F={(z1,...,xp) e KP | Vi€ [1,q], ai1x1+---+aipx, =0}

est un sous-espace vectoriel de KP. Par exemple, I'ensemble des triplets (z,y, z) € R3 tels que

r+y +2=0
r—y+2z=0

est un sous-espace vectoriel de R3.

Définition 1.10

Soit A une partie d'un K-espace vectoriel E. Alors, au sens de l'inclusion, il existe un plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant A. On l'appelle sous-espace vectoriel engendré par A et on le note Vect(A).

Remarques
= Si F est un sous-espace vectoriel de F tel que A C F, alors Vect(A4) C F.
= Si A:={x1,...,2,}, alors Vect(A) est aussi noté Vect(z1,...,zy).

Soit E un K-espace vectoriel et x1,...,x, € E. Alors
Vect(z1,...,2n) = {Mz1+ -+ Apn : A, A, €KL
Les éléments de Vect(z1,...,x,) sont appelés combinaisons linéaires de la famille (z1,...,x,).

Remarque

= Soit ¢ € E. Alors
Vect(z) = {\x: A € K}.

Cet ensemble est aussi noté Kx.
Exercice 2

= Soit E le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R. On pose
A={fe FR,R)|VzeR, f(z)=>0}
Montrer que Vect(A4) = F(R,R).
Définition 1.12

On dit que deux éléments x,y € E sont colinéaires lorsqu’il existe A € K tel que y = Az ou z = Ay.

Remarques

= Le vecteur nul est colinéaire & tout vecteur.



= 1l est possible que = et y € E soient colinéaires sans qu’il existe A € K tel que y = Azx. Cependant, si = et y sont
colinéaires et x # 0, alors il existe A € K tel que y = Az.

Définition 1.13

On dit qu’un espace vectoriel F est une droite vectorielle lorsqu'’il existe € E \ {0} tel que E = K.

Remarque
= Si F est une droite vectorielle, quel que soit = € E\ {0}, F = Kz.

1.3 Application linéaire

Définition 1.14

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels. On dit qu’une application f de E dans F' est une application linéaire
lorsque

Vr,y € E, YApekK, fQz+py)=A(z)+unf(y).

Plus précisément, on dit que f est un

— endomorphisme lorsque F = F.

— isomorphisme lorsque f est bijective.

— automorphisme lorsque f est un endomorphisme et un isomorphisme.
On note £ (E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F et £ (E) 'ensemble des endomorphismes
de E.

Remarques
= Soit f € L(E,F). Alors
Ve,ye B, flz+y) = f(z)+ ),
Ve e E, VAeK, f(Az) = Af(x).
De plus f(OE) =0p.

= Soit f un endomorphisme du K-espace vectoriel E et F' un sous-espace vectoriel de E. Lorsque F' est stable par
f, c’est-a-dire lorsque f(F) C F, la restriction de f & F, corestreinte & F, est un endomorphisme de F appelé
endomorphisme induit a F.

Définition 1.15

On dit qu'une application f de E dans E est une homothétie lorsqu’il existe A € K tel que

Ve e E, f(x)=Az.

Les homothéties de F sont des endomorphismes.

Remarque
= En particulier, Idg est un endomorphisme de E.
Exercice 3

= Soit E une droite vectorielle. Montrer que les homothéties sont les seuls endomorphismes de F.

Définition 1.16

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de F dans K. L’ensemble £ (E,K) est noté E* et
appelé dual de E.

Remarque

= Si F =K", alors ¢ € E* si et seulement si il existe aq, ..., a, € K tels que

V(le, v 7In) € Knv (p(xla s 7xn) =a121 + -+ ann.

Soit f € L(E,F).
— L’image réciproque par f d’un sous-espace vectoriel de F' est un sous-espace vectoriel de E.
— L’image directe par f d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de F.



Remarque
= Siu€e L(E,F)etaxy,...,z, € FE, alors

u(Vect(xy,...,x,)) = Vect(u(xq1),...,u(z,)).

Définition 1.18

On appelle noyau de f € L (E, F) et on note Ker f 'ensemble
Kerf={z € E| f(z) =0}.

C’est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque
= SifeL(E,F) et AeK* alors Ker (A\f) = Ker f.

Proposition 1.19

Une application linéaire f est injective si et seulement si Ker f = {0}.

Définition 1.20

On appelle image de f € L (E, F) et on note Im f ’ensemble

Imf={f(z): 2z € E}

C’est un sous-espace vectoriel de F.

Remarques
= f est surjective si et seulement si Im f = F.
= SifeLlL(EF)etAeK* alors Im (Af) =Im f. En particulier Im(—f) = Im f.

Proposition 1.21

— La composée de deux applications linéaires est linéaire.
— La bijection réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme.

Remarques

= Sif,g € L(F), on dit que f et g commutent lorsque fog = go f. En général, deux endomorphismes ne commutent
pas, comme le montre I’exemple des endomorphismes

f: K — K2 et g: K — K
(,y) — (2,0 (z,y) — (0,2)

= 1l est possible que fog =0 sans que f =0 ou g =0.
Exercices 4
= Soit F un K-espace vectoriel et f,g € L (E). Montrer que

Ker(go f)=Kerf <= KergnNImjf={0}.
= Soit f et g deux endomorphismes de E tels que f o g = go f. Montrer que Ker f et Im f sont stables par g.
2 L’algébre L (F)
2.1 L(E,F)

Proposition 2.1

(L(E,F),+,-) est un K-espace vectoriel.




Proposition 2.2

Soit E, F et G trois K-espaces vectoriels. Alors

VfeL(F,G), Vg,heL(E,F), V\puek, fo(Ag+uh)=Afog+pufoh
Vf,ge L(F,G), VA\ueK, VheLl(EF), (A +pug)oh=Afoh+pugoh.

Définition 2.3

7
| .

Soit f € L(E). On définit f™ pour tout n € N par récurrence.
— fO = IdE
— VneN, frtli=fnof.

Remarque

= Attention, si f € L(E) et z € E, f2(z) = f(f(z)) et non f(x)?, expression qui n’a d’ailleurs aucun sens.

Proposition 2.4

— Soit f € L(F). Alors

Ym,n € N, fr = "o
=1

— Soit f,g € L(FE) tels que fog=go f. Alors, pour tout n,m € N, f™ et ¢g"* commutent. De plus

Vn €N, (fog)"=frog™

.

Exercice 5

= Soit E un K-espace vectoriel et f € L (F). Pour tout n € N, on définit K,, := Ker f™ et I, := Im f™. Montrer
que les suites (K,,) et (I,) sont respectivement croissantes et décroissantes au sens de l'inclusion.

Proposition 2.5

Soit f,g € L (F) tels que fog=go f. Alors, pour tout n € N

n n—1
f+9" =), <Z)f""“ ogh et ff—g"=(f—g)o [Z == og’“] :

k=0

Exercice 6
= Soit F le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R. On définit A, T € L (E) par

VfeE, VzeR, T(f)(z)=Ff(z+1) et A(f)(z)=f(z+1)— f(z).
Calculer T* et AF pour tout k € N.

2.2 Le groupe linéaire

Définition 2.6

Un endomorphisme u € £ (F) est un automorphisme si et seulement si il existe v € £ (E) tel que
uov=Idg et vou=Idg.

Si tel est le cas, v = u~!. On note GL (E) I’ensemble des automorphismes de E.

Proposition 2.7

GL (E) posséde les propriétés suivantes.

Id € GL (E)
Vf,g€ GL(E), gofe€GL(E)
VfeGL(E), f'eGL(E).




Nous dirons que (GL (E), o) est un groupe, que 'on appelle groupe linéaire.

3 Somme, somme directe, projecteur, hyperplan

3.1 Somme, somme directe

Définition 3.1

On appelle somme de deux sous-espaces vectoriels A et B de E, et on note A + B, le plus petit sous-espace
vectoriel contenant A et B. On a
A+B={a+b:a€e A be B}.

Remarque

= Si f et g sont deux applications linéaires de E dans F' qui coincident sur deux sous-espaces vectoriels A et B tels
que A+ B =F, alors f =g.
Exercices 7
= Si f,g € L(E, F), montrer que Im (f + g) C Im f + Im g. Donner un exemple ot I'inclusion est stricte.

= Soit A, B, C' et D des sous-espaces vectoriels de E tels que A C C, B C D et A+ B = C + B. Montrer que
A+D=C+D.

Définition 3.2

On dit que deux sous-espaces vectoriels A et B de E sont en somme directe lorsque
YVae A, YWoeB, a+b=0 = [a=0 et b=0].

Si tel est le cas, la somme A + B est notée A ® B.

Remarque

= Deux sous-espaces vectoriels A et B de E sont en somme directe si et seulement si, quel que soit x € A + B,
lécriture x = a + b (avec a € A et b € B) est unique.

Deux sous-espaces vectoriels A et B de F sont en somme directe si et seulement si

AN B = {0}.

Définition 3.4

On dit que deux sous-espaces vectoriels A et B de E sont supplémentaires lorsque A et B sont en somme
directe et A+ B = F, c’est-a-dire lorsque
A® B=E.

Remarques

= Autrement dit, A et B sont supplémentaires lorsque pour tout x € E, il existe un unique couple (a,b) € A x B tel
que x =a+b.

= 1l est important de ne pas confondre « le complémentaire » et « un supplémentaire » d’un sous-espace vectoriel.
En particulier, contrairement & un supplémentaire, le complémentaire d’un sous-espace vectoriel n’est pas un sous-
espace vectoriel car il ne contient pas 0.

= En général un sous-espace vectoriel admet plusieurs supplémentaires.

= On peut démontrer que tout sous-espace vectoriel admet (au moins) un supplémentaire. Nous démontrerons ce
point dans un autre chapitre, dans le cas ot E est de dimension finie.

Exercice 8
= Soit f € L(E) tel que f2 = f2 + f. Montrer que E = Ker f & Im f.



Proposition 3.5: Version géométrique du théoréme du rang

Soit f € L(E,F), et A un supplémentaire de Ker f dans F. Alors

p: A — Imf
z — f(z)

est un isomorphisme.

.

3.2 Projecteur

Définition 3.6

Soit A et B deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un K-espace vectoriel E. Alors, il existe un unique
endomorphisme p € £ (E) tel que
Ya€ A, VbeB, p(a+bd)=a.

On lappelle projecteur sur A parallélement & B

| r

Définition 3.7

Si p est le projecteur sur A parallélement a B, le projecteur ¢ sur B parallélement a A est appelé projecteur
associé a p. On a
pt+qg=1d et pog=qop=0.

De plus, pour tout x € E

est la décomposition de z dans E = A & B.

Proposition 3.8

Soit p le projecteur sur A parallélement a B. Alors
Kerp = B, Ker (p —Id) = A, Imp = A.

De plus pop = p.

\.

Remarque
= En particulier, si p € £ (F) est un projecteur

E=Kerp®dKer(p—Id) et EF=Kerp®Imp.

Proposition 3.9

p € L (E) est un projecteur si et seulement si pop = p.

Exercices 9

= Soit Re l'application de C dans C qui & z associe Re(z). Montrer que Re est un projecteur de C lorsqu’il est
considéré comme un R-espace vectoriel.

= Soit F le R-espace vectoriel des fonctions de classe C! de R dans R. On définit I’application ¢ de E dans E par
VfeE, VreR, [p(f)]®):=f(0)+ f(0)x.

Montrer que ¢ est un projecteur. En déduire un supplémentaire du sous-espace vectoriel de F des fonctions
affines.

Proposition 3.10

Soit E et F deux K-espaces vectoriels et A, B deux sous-espaces supplémentaires de E. Etant donnés f4 €
L(AF) et fp € L(B,F), il existe une unique application linéaire f de E dans F telle que

VCLEA, VbGB, f(a+b):fA(a)+fB(b)




3.3 Symeétrie

Définition 3.11

Soit A et B deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un K-espace vectoriel E. Alors, il existe un unique
endomorphisme s € L (E) tel que

Vae A, VbeB, s(a+b)=a—0b.

On lappelle symétrie par rapport a A parallélement a B.

Proposition 3.12

Soit s la symétrie par rapport & A parallélement & B. Alors

Ker (s —1Id) = A, Ker (s +1d) = B.

De plus s o s = Id. En particulier s est un automorphisme et s~ = s.

\.
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Remarque

= En particulier, si s € £ (E) est une symétrie

E=Ker(s—1Id) ®Ker(s+1d).

Proposition 3.13

s € L(E) est une symétrie si et seulement si s o s = Id.

Exercice 10

= Soit E = F(R,R) et ¢ 'application de F dans E qui a f associe la fonction ¢(f) définie par
Ve eR, [p()](z) = f(-).

Montrer que ¢ est une symétrie et en déduire que E = Z @ P ou Z désigne l'espace vectoriel des fonctions
impaires et P 'espace vectoriel des fonctions paires.

3.4 Hyperplan

Définition 3.14

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle hyperplan de E tout noyau d’une forme linéaire non nulle.

Remarques
= Un hyperplan est un sous-espace vectoriel strict de F.

= Si £ = K", les hyperplans sont les parties H de E telles qu’il existe ao, ..., a, € K non tous nuls tels que
H = {(Il,...,l'n) c K" | a1, + -+ antn, :0}

En particulier, les hyperplans de R? sont les droites passant par (0,0) et les hyperplans de R? sont les plans passant
par (0,0,0).

Proposition 3.15

Soit E un K-espace vectoriel et H un sous-espace vectoriel de E.
— Si H est un hyperplan, quel que soit 2o € E\ H, E = H @& Ku,.
— Si H admet une droite vectorielle pour supplémentaire, alors c¢’est un hyperplan.

Remarque

= On en déduit qu’un sous-espace vectoriel H de F est un hyperplan si et seulement si ¢’est un supplémentaire d’une
droite vectorielle.



Proposition 3.16

Soit H un hyperplan de E et ¢g une forme linéaire telle que H = Ker ¢g. Alors ’ensemble des formes linéaires
de E dont le noyau est H est
K*po = {Apo : A € K*}.




