Equations différentielles

« J’entends et j’oublie. Je vois et je me souviens. Je fais et je comprends. »

— Conrucius (551-479 AV J.C.)

« Les calculs sont pas bons, Kevin! »

— Iniis REG (2019)
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Dans ce chapitre, K désignera I'un des corps R ou C.

1 Equation différentielle linéaire du premier ordre

Définition 1.1

Soit a, b, ¢ : I — K des fonctions définies sur un intervalle 7. On appelle solution sur I de ’équation différentielle
linéaire du premier ordre ay’ + by = ¢, toute fonction y : I — K, dérivable sur I, telle que

vtel, a(t)y(t)+bt)y(t) = c(t).

On dit que 'équation est résolue lorsque a ne s’annule pas et qu’elle est homogéne lorsque la fonction ¢ est
nulle.

Remarque

= Lorsque I’équation est résolue, on peut ’écrire sous la forme
vtel, y'(t)=F(y(t),t)

ol F' est une fonction de K x I dans K.

1.1 Equation différentielle homogéne

Soit a : I — K une fonction continue sur un intervalle I. Si A est une primitive de a sur I, les solutions de
I’équation différentielle

Veel, y(t)+a(t)y(t) =0

sont les fonctions
K

Yx - I —
t — e A0

ou \ € K.



Remarques

= Dans cette démonstration, le terme e*(!) par lequel on multiplie ’équation différentielle afin de faire apparaitre la
dérivée d’un produit est appelé facteur intégrant.

= Si y est une solution non nulle de ’équation différentielle homogeéne y'(t) + a(t)y(t) = 0, elle ne s’annule pas.
Exercices 1
= Soit a € R. Résoudre 1'équation différentielle y'(t) + ay(t) = 0 sur R.
= Résoudre I'équation différentielle (1 + t2)y’(t) + ty(t) = 0 sur R.

= Déterminer les fonctions dérivables f : R — C telles que
Ve,y €R, flz+y) = fla)f(y)

1.2 Equation différentielle avec second membre

Soit a,b : I — K deux fonctions définies sur un intervalle I. Si y,, est une solution « particuliére » de I’équation
différentielle
Vel y'(t)+a(t)y(t) = b(t)

alors, les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions ¥, +y o y parcourt ’ensemble des solutions
de ’équation différentielle homogéne associée

Vtel, y'(t)+a(t)y(t) =0.

Remarques

= Soit a et b: I — K deux fonctions continues. On souhaite trouver une solution particuliére & I’équation différentielle
(E) Vtel, y'(t)+alt)y(t) =0b(t).

La section précédente nous a permis de trouver une solution yo non nulle & I’équation différentielle homogéne
associée y'(t) + a(t)y(t) = 0. De plus, nous avons vu qu’une telle fonction ne s’annule pas. On va chercher une
solution de (E) sous la forme y(t) = A(t)yo(t) ou A : I — K est une fonction dérivable. On se donne donc une
fonction dérivable A : I — K et on pose y := Ayg. Alors y est dérivable sur I et

VEe L y(t) = N(Oyo(t) + A (0).

En injectant cette expression dans (F), on en déduit que y est solution de (E) si et seulement si

viel, N(t)= o) :

En particulier, si A est une primitive de b/yg, y est une solution « particuliére » de (E). Remarquons que, puisque
yo ne s’annule pas, toute fonction dérivable y : I — K s’écrit sous la forme y = Ayp ot A : I — K est une fonction
dérivable. Cette méthode permet donc de trouver toutes les solutions de (E).

= La méthode précédente, appelée « méthode de la variation de la constante », se généralise & toute équation différen-
tielle linéaire. Si yy est une solution ne s’annulant pas de 1’équation différentielle homogéne associée, le changement
de fonction y = Ayp permet de ramener la résolution de 1’équation différentielle initiale & la résolution d’une équation
différentielle linéaire en A\’ d’ordre strictement inférieur.

= Remarquons enfin que la technique consistant & multiplier ’équation différentielle par le facteur intégrant permet
de résoudre les équations différentielles avec second membre de la méme maniére que les équations différentielles
homogeénes.

Exercices 2

= Résoudre I'équation différentielle

t
Vt>0, y(t)— vt _ te’.

= Résoudre I'équation différentielle (2 Int)y’(t) — ty(t) = —(1 +1Int) sur 0, 1[.

1.3 Probléme de Cauchy



Définition 1.4: Probléme de Cauchy

Soit a,b,c: I — K des fonctions définies sur un intervalle I, ty € I et yo € K. On appelle probléme de Cauchy
la recherche des solutions y de I’équation différentielle du premier ordre

vtel, a(t)y(t)+b)y(t) =c(t)

telles que y (o) = yo-

Remarque

= La condition y(tg) = yo est appelée condition initiale.

Théoréme 1.5: Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Soit a,b: I — K deux fonctions continues sur un intervalle I, ty € I et yy € K. Alors, il existe une et une seule
solution & I’équation différentielle résolue du premier ordre

Vtel, y'(t)+a(t)yt) =b(t)

telle que y (to) = yo.

Remarques

= Graphiquement, cette proposition signifie que par tout point (fg,y0) € I X R passe un et un seul graphe (appelé
courbe intégrale) de solution de I’équation différentielle y'(t) 4+ a(t)y(t) = b(t). En particulier, les courbes intégrales
ne se croisent pas. Par exemple, voici quelques solutions de ’équation différentielle

VteR, y(t)=ty(t)+1.

e
7

= Le théoréme de Cauchy-Lipschitz prouve que la connaissance a Uinstant ¢y d’un systéme régi par une équation
différentielle résolue du premier ordre permet de connaitre complétement son passé et son futur.

Exercices 3

= Reésoudre sur |0, +00[ le probléme de Cauchy

y(1)=1 et y'(t)+ == =t.

Tracer le graphe de la solution.

= Montrer que les solutions de 1’équation différentielle
VteR, ¢ (t)+tArctan(t! + 1)y(t) = sht

sont toutes paires.



1.4 Equation différentielle non résolue

Exercice 4
I = Résoudre 'équation différentielle (t? Int)y’(t) — ty(t) = —(1 + Int) sur R%.
Remarque

= Pour les équations différentielles non résolues du premier ordre, contrairement & ce qui se passe pour les équations
résolues, il est possible qu'un probléme de Cauchy admette plusieurs solutions ou aucune. Voici par exemple
plusieurs solutions au probléme de Cauchy

y(1) =1, et Vt>0, (2Int)y'(t)—ty(t) = —(1+Int).

Y,

On peut aussi remarquer que pour yo # 1, il n’existe aucune solution de cette équation différentielle vérifiant
y(1) = yo.

2 Equation différentielle linéaire du second ordre

Définition 2.1

Soit a,b,c,d : I — K des fonctions définies sur un intervalle I. On appelle solution sur I de ’équation
différentielle linéaire du second ordre ay” + by’ + cy = d, toute fonction y : I — K, dérivable deux fois
sur I, telle que

Vtel, a(t)y’(t)+ b)Yy (t) + c(t)y(t) = d(t).

On dit que ’équation est résolue lorsque a ne s’annule pas et qu’elle est homogéne lorsque la fonction d est
nulle.

2.1 Equation différentielle homogéne

Soit a,b,c € C avec a # 0 et (E) l’équation différentielle
VteR, ay’(t)+by'(t) +cy(t) =0.

On résout sur C 1'équation caractéristique az? + bz + ¢ = 0.
— Si cette équation posséde deux racines distinctes r1 et 7o (A # 0), alors les solutions complexes de (E)
sont les fonctions
pu: R — C
t —  Xe 4 pemt

ou A\, p e C.
— Si cette équation admet une racine double r (A = 0), alors les solutions complexes de (E) sont les



fonctions
p: R
t

ou A\, € C.

Exercice 5

= Résoudre I’équation différentielle 3" — 33" + 2y = 0.

Soit a,b,c € R avec a # 0 et (E) l’équation différentielle
VteR, ay’(t)+by'(t)+cy(t) =0.

On résout sur C I’équation caractéristique az? + bz 4+ ¢ = 0.
— Si cette équation posséde deux racines réelles distinctes 1 et 79 (A > 0), alors les solutions réelles de
(E) sont les fonctions

Y+ R — R
t — et pemt

ou A\, pueR.
— Si cette équation admet une racine double r (A = 0), alors les solutions réelles de (E) sont les fonctions

Yn,p R — R
t — (M+p)e

ou A\, u€R.
— Si cette équation admet deux racines complexes conjuguées r + iw et 7 — iw (A < 0), alors les solutions
réelles de (E) sont les fonctions

R

Yn,p R —
t +— [Acos(wt) + psin (wt)]e™

ou A\, pu€R.

Remarque

= Dans le cas ou I’équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées, les solutions de (E) peuvent
s’écrire sous la forme
Pe: R — R
t — Asin(wt—p)e

rt

ou A, ¢ € R. Lors de la recherche effective de tels coefficients, quitte & changer ¢ en ¢ + 7, on impose souvent
AeRy.

Exercices 6
= Résoudre 1’équation différentielle 3" + 21" + 2y = 0.
= Soit wp € R. Résoudre I'équation différentielle 3 + wiy = 0.

= En effectuant le changement de fonction inconnue z(t) = t2y(t), résoudre I'équation différentielle
vte Ry, 2y (1) +4ty'(t) + (2 — tH)y(t) = 0.
= En effectuant le changement de variable ¢t = \/u, résoudre I’équation différentielle

vte Ry, ty'(t) — v (t) + 4%y(t) = 0.

2.2 Equation différentielle avec second membre

Soit a,b,c,d : I — K des fonctions définies sur un intervalle I. Si y, est une solution « particuliére » de
I’équation différentielle

VtER, a(t)y"(t) +b(t)y'(t) + c(t)y(t) = d(t)

alors les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions y, +y ol y parcourt I’ensemble des solutions



de I’équation différentielle homogéne associée

VteR, a(t)y’(t)+bt)y (t) + c(t)y(t) = 0.

— Soit a,b,c,dy,d2 : I — K des fonctions définies sur un intervalle I, A\, u € K et yp,,yp, : I — K des
solutions « particuliéres » des équations différentielles respectives ay” +by’ +cy = dy et ay” +by' +cy = ds.
Alors Ayp, + pyp, est une solution « particuliére » de 'équation différentielle

VEER, a(t)y"(t) +b(t)y () + c(t)y(t) = Adi(t) + pda(t).

— Soit a,b,c: I =+ Ret d: I — C des fonctions définies sur un intervalle I et y, : I — C une solution
« particuliére » de I’équation différentielle ay” +by’+cy = d. Alors Re(y,) est une solution « particuliére »
de I’équation différentielle

VEER, a(t)y"(t) +b(t)y'(t) + c(t)y(t) = Re(d(t)).

Remarque

= Bien entendu, une proposition similaire existe pour la partie imaginaire.

Soit a,b,c € C avec a # 0. Si P est un polynéme de degré n et a € C, alors I’équation différentielle
VteR, ay’(t)+ by (t) + cy(t) = P(t)e™

admet comme solution une (unique) fonction du type ¢ — t™Q(t)e* ou @Q est un polynéome de degré n et m
est I'ordre de o comme racine de ’équation caractéristique (avec par convention m = 0 si « n’est pas racine de
cette équation).

Exercices 7
= Déterminer les solutions de I'équation différentielle y”(t) + v/ (t) + y(t) = 2.

= Déterminer les solutions de 'équation différentielle y” (¢) + y(t) = t cost.

2.3 Probléme de Cauchy

Définition 2.7: Probléme de Cauchy

Soit a,b,c,d : I — K des fonctions définies sur un intervalle I, ¢y € I et yg,y1 € K. On appelle probléme de
Cauchy la recherche des solutions y de ’équation différentielle du second ordre

viel, a(t)y"(t)+bt)y' (1) +c(t)y(t) = d(t)

telles que y(to) = yo et ¥'(to) = y1.

Théoréme 2.8: Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Soit a,b,c : I — K des fonctions continues sur un intervalle I, tqg € I et yg,y1 € K. Alors il existe une et une
seule solution & ’équation différentielle résolue du second ordre

Vtel, y'(t)+a®)y'(t) +b(t)y(t) = c(t)

telle que y(to) = yo et ¥'(to) = y1-

Remarques

= Graphiquement, cette proposition signifie que par tout point (tg,yo) € I x R passe un et un seul graphe de pente
y1 € R, solution de I'équation différentielle y” () + a(t)y'(t) + b(¢)y(t) = c(t). Les courbes intégrales peuvent se
croiser, mais doivent avoir des pentes différentes lorsqu’elles se croisent. Par exemple, voici quelques solutions de
I'équation différentielle

1
VteR, y'(t)+yt) = 5:52 +t.



<

= Le théoréme de Cauchy-Lipschitz prouve que la connaissance de la valeur de y et de sa dérivée a Iinstant tg d’un
systéme régi par une équation différentielle résolue du second ordre permet de connaitre complétement son passé
et son futur.

Exercice 8
= Résoudre le probléme de Cauchy

1
y(O) =0, y’(O) =1, et VteR, y"(t) + y(t) _ §t2 +t



