Fonctions de deux variables
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1 Limite, continuité

1.1 Notion d’ouvert

Proposition 1.1

On note ||.|| la norme dérivant du produit scalaire usuel sur R2. On rappelle que

Vo € R?, lz]| =0
Vr € R? lz]| =0 <=z = (0,0)
Vr € R?, VAER, (IAz]] = [A| ||=]]
Yo,y €R?, o +yll < 2l + llyll
Yo,y €R? - llzll = llylll < llz =yl

Proposition 1.2

V(z1,22) €R?, o] < (21, 22)|| et a2 < (21, z2)|
V(z1,22) €R? (21, 22)|| < Ja1] + |72

Définition 1.3

’
| \

Soit zp € R? et r > 0.
— On appelle boule ouverte de centre xg et de rayon r ’ensemble

Bo (zo,7) = {z € R? | |z — x| < r}.
— On appelle boule fermée de centre xqg et de rayon r 'ensemble

Br (zg,7) = {x e R? | |l — xo|| < r}.

Définition 1.4

On dit qu’une partie & de R? est un ouvert lorsque

VeeU, In>0, Brp(x,n) CU.




Proposition 1.5

— o et R? sont des ouverts.
— Une union d’ouverts est un ouvert.
— Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

\.

Proposition 1.6

— Les boules ouvertes sont des ouverts.
— Si az + by + ¢ = 0 est ’équation d’une droite, le demi-plan d’équation

\.

ar+by+c>0

est un ouvert.
— Si on enléve un nombre fini de points & un ouvert, il reste ouvert.

Exercice 1
= Soit zy € R2. Montrer que

1
ﬂ BO <-’IJO’ E)
neN*

n’est pas un ouvert.

Définition 1.7

Soit U une partie de R? et a € R%. On dit que a est adhérent a U lorsque

Ve >0, Brp(a,e)NU#2.

Exercice 2

= Soit 29 € R? et r > 0. Montrer que ’ensemble des points adhérents & la boule ouverte de centre x( et de rayon
r est la boule fermée de méme centre et de méme rayon.

Définition 1.8

On appelle fonction réelle de deuz variables toute fonction définie sur une partie ouverte 4 de R? & valeurs
dans R.

1.2 Limite

Définition 1.9

Soit f:U C R? = R et a € R? un point adhérent a /.
— Soit [ € R. On dit que f(x) tend vers [ lorsque x tend vers a lorsque

Ve>0, In>0, Veel, |z—a|<n=|f(x)-1<e.
— On dit que f(z) tend vers +oo lorsque z tend vers a lorsque
VmeR, dIn>0, Veel, |z—qa|<n= f(z)>m.
— On dit que f(z) tend vers —oo lorsque z tend vers a lorsque

VMeR, >0, Vael, |z—a|<n= f(z)<M.

.

Remarque
= Soit (z0,y0) € R?. Alors

————w,  y————— v et (@ y)| ——— (2o, y0)ll-
(z,y)—)(mo,yo) (‘t7y)_)(x07y0) (x,y)—>(zo,yo)



Proposition 1.10

Soit f et g:U C R? — R et a € R? un point adhérent & 4. On suppose que f(x) tend vers I; € R et g(z) tend

vers ls € R lorsque = tend vers a. Alors
— Si\pelR
Af(@) + pg (@) —= N + pla.

— On a
f(x)g(x) — lilo.

— Si I3 # 0, alors il existe une boule de centre a sur laquelle g ne s’annule pas. De plus

f@ b

g(:z:) z—a g

Proposition 1.11

Soit f:U C R? - R, a € R? un point adhérent a U et g : D, C R — R une fonction telle que f (U) C D,. On
suppose que B B
fle) — 1l €R et g(y) — 1l €R.
T—a y—ly

Alors
9(f(x)) — lg.

Tr—a

| L

Proposition 1.12

Soit f, get h:U C R?> — R et a € R? un point adhérent & .
— On suppose que
Veel, f(z)<g(z)<h(z).

et que f(x) et h(z) admettent la méme limite finie [ € R lorsque = tend vers a. Alors

flz) — L

— On suppose qu’il existe [ € R tel que
Ve el, |f(z)—1] <g(x).
et que g(x) tend vers 0 lorsque = tend vers a. Alors

fl@) —=1.

— On suppose que
Ve eU, f(z)<gx).
— Si f(=z) — oo alors g(x) — oo

— Si g(x) —— —o0, alors f(z) — —o0.
r—a r—a

.

Remarque

= Si il existe une fonction ¢ : Ry — R, telle que

<p(r)—0>0 et Vr>0, VOeR, |f(ag+rcosh,as+rsind)—1|<e(r)
T

alors f(z) —— 1.

T—a

Exercice 3

= Soit f la fonction définie par
2 z?y
V(z,y) € R°\ {(0,0)}, f(z,y)= oL

Montrer que f admet une limite en (0, 0).



1.3 Continuité

Définition 1.13

On dit qu'une fonction f: U C R? — R est continue en zo € U lorsque

f@) —— 1 (o).

Remarques
= On dit qu'une fonction f : U C R? — R est continue lorsqu’elle est continue en tout point de .

= Les fonctions
f: R? — R et g: RZ — R
(z,y) +— @ (x,y) +— y

sont continues.

Proposition 1.14

Soit f et g : U C R? — R deux fonctions continues en xo € . Alors
— Si A, p € R, Af 4 pg est continue en xg.
— fg est continue en xg.
— Si g (z9) # 0, il existe une boule de centre z( sur laquelle g ne s’annule pas et f/g est continue en z.

,
\.

Proposition 1.15

Soit f: U CR? - Ret g:V C R — R deux fonctions telles que f (U) C V. Si f est continue en o € U et g
est continue en f (xg), alors g o f est continue en x.

1.4 Application partielle

Définition 1.16

Soit f:U CR?* = R et z := (z1,22) € Y. On définit les fonctions réelles d’une variable réelle f,, et f,, par

fpl(t) = f(ta x2) et fpz(t) = f(xlat) 0

fpy €t fp, sont appelées applications partielles de f au point z = (z1, z2).

Exercice 4

= Soit f la fonction définie sur R? par

(2~ y) cos (wy)

2 —
V(.'E,y)GR, f(xay) T ].+£U2

Déterminer les applications partielles de f en (0,0).

Proposition 1.17

— Si f(z) tend vers | € R lorsque = tend vers a = (a1, az), fp,(t) tend vers [ lorsque t tend vers a; et

fpo(t) tend vers [ lorsque ¢ tend vers as.
— Si f est continue en x = (x1,x32), fp, est continue en x; et fp, est continue en xo.

Remarque

= Nous verrons que les réciproques de ces théorémes sont fausses. Par exemple, f,, peut étre continue en z; et f,,
peut étre continue en x5 sans que f soit continue en (x1, z3).

Exercice 5
= Montrer que la fonction f définie sur R? \ {(0,0)} par

2?2 — 2

V(z,y) € R*\{(0,0)}, f(z,y)= o

n’a pas de limite en (0, 0).



1.5 Extension aux fonctions a valeurs dans R?

Définition 1.18

Soit f : U C R? — R2. Les fonctions f; et fy : { C R?2 — R définies par

Veel, f(z)=(fi(z),f2(x)).

sont appelées fonctions coordonnées de f.

Remarque

= On étend les notions de limite et de continuité aux fonctions a valeurs dans R? en remplacant les valeurs absolues
par des normes dans les définitions données plus haut. Par exemple, si f : U C R?2 — R?, a € R? est un point
adhérent & U et | € R?, on dit que f(x) tend vers [ lorsque x tend vers a lorsque

YVe>0, In>0, Veeld, |z—a|<n=|f(z)-I<e.

Soit f : U C R? — R2.
— Si a est un point adhérent a U et | = (I1,lz) € R? alors f(z) tend vers [ lorsque x tend vers a si et
seulement si
fl(a:) E) l1 et fQ(IL') E) ls.

— Sixg €U, f est continue en xq si et seulement si f; et fy le sont.

Soit f:U CRP - R%et g:V CR?— R" avec p,q,r € [1,2]. On suppose que f (U) C V.
— Soit a € R? un point adhérent a U. Si f(x) tend vers b € R? lorsque z tend vers a et g(y) tend vers [
lorsque y tend vers b, alors

g(f(z)) — L

r—a

— Soit xg € U. Si f est continue en xq et si g est continue en f (zg), alors g o f est continue en x.

Remarque

= Soit f: U C R? = R et a un point adhérent & I en lequel f admet une limite [ € R. Si g: I — U C R? ou I est
un intervalle de R, b est une borne de I et g(¢) tend vers a lorsque ¢ tend vers b, alors

flg@) — 1L

t—b

On peut ainsi, en choisissant différentes fonctions g, se faire une idée de la limite éventuelle de f en a, ou prouver
que f n’admet pas de limite en a.

Exercices 6

= Soit f la fonction définie par

zry
x2 4+ 2

V(e.y) R\ {(0,0)}, f(ry) =

Etudier la limite éventuelle de f en (0,0).

= Soit f la fonction définie sur R% > par

V(z,y) €RL?, f(a,y) = at.

Etudier la limite éventuelle de f en (0,0).



2 Dérivation

2.1 Dérivée partielle

Définition 2.1

Soit f:U CR? —» Ret z:= (z1,72) €EU.
— On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a la premiére variable en x lorsque

f (w1 +t,m2) — f(z1,22)
t

admet une limite finie lorsque ¢ tend vers 0. Si tel est le cas, cette limite est notée

of

D (z).

— On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a la seconde variable en z lorsque

[ (@1, 20 +1t) — f(21,72)
t

admet une limite finie lorsque ¢ tend vers 0. Si tel est le cas, cette limite est notée

of

\ J

Remarque

= Soit f : R? — R une fonction admettant des dérivées partielles en tout point par rapport a la premiére et & la
seconde variable, z := (z1,%2) et fp,, fp, : R — R les fonctions partielles définies par

VteR, fp(t)=f(t,x2) et  fp,(t) = (z1,1).
Alors fp, et fp,, sont dérivables sur R et

17} 0
a—i(t, xa) et f(t)= a—a{;(ml,t).

Définition 2.2

Soit f:U CR? = R, z €U et h € R%. On dit que f admet une dérivée en x selon le vecteur h lorsque

fle+th) - f(x)
t

VteR, f, (t)=

admet une limite finie lorsque ¢ tend vers 0. Si tel est le cas, cette limite est notée

Dfz(h).

\. J

Remarques

= Sie; == (1,0), f admet une dérivée en x selon le vecteur e; si et seulement si elle admet une dérivée partielle par
rapport a la premiére variable en z. De plus, si tel est le cas

DLuer) = 5 (o)

De méme, f admet une dérivée en = selon le vecteur es := (0,1) si et seulement si elle est admet une dérivée
partielle par rapport a la seconde variable en x.

= Soit f:U C R? — R. Alors f admet une dérivée en tout = € U selon le vecteur nul et Df,(0) = 0. De plus, si f
admet une dérivée en z selon le vecteur h € R? alors, pour tout A € R, elle admet une dérivée en z selon le vecteur
Ah et

Dfaco‘h) = /\Dfac(h')

Exercice 7
= Soit f la fonction définie sur R? par

Ly si(w,y) £ (0,0)
0 si (z,y) =0.



B Montrer que f est dérivable en (0,0) selon tout vecteur mais n’est pas continue en (0, 0).

Définition 2.3

On dit qu'une fonction f: U C R? — R est de classe C' lorsque

of t(?f

9y Omp

sont définies et continues sur Y.

Remarques
= Si f est de classe C!, les applications partielles sont de classe C'.

= Les fonctions
f: R? — R et g: R? — R
(z,y) +— = (z,y) +— y

sont de classe C!.

Proposition 2.4

Soit f et g : U4 C R? — R deux fonctions de classe C!. Alors
— Si A\, € R, A\f + ug est de classe C! et

0 (A 0 0
vie[L,2], Vrel, w(w) = )‘a_:f.(f”) +u3j ().
— fg est de classe C! et
0 0 0
viea, veer, 240w = Ly + 2L 0

— Si g ne s’annule pas sur U, f/g est de classe C! et

o() Y- rwEw
Vx € u, a—xz(l') = g(_’]])z .

Vi e [1,2],

Proposition 2.5

Soit f: U CR? - Ret g:V CR — R deux fonctions de classe C! telles que f(U) C V. Alors go f est de

classe C! et 2 .
viela), veeu, 2200 - (5w o)

\.

Exercice 8

= Trouver I'ensemble des fonctions f : R? — R de classe C' telles que

0
VY (z,y) € R?, 6—£ (z,y) =0.

= Déterminer ’ensemble des fonctions f : R? — R de classe C! telles que

of
2 —_ =
V(x,y) € R, ay(%',y) T +y.

2.2 Développement limité, gradient



Définition 2.6

Soit f: U C R? — R une fonction définie en (0,0). On dit que f(h) est négligeable devant ||h|| en (0,0) lorsque
Ve>0, >0, Vhel, [hll<n=I[f(R)|<elh].

Si tel est le cas, on note

fh)y=_"o (|[p])-

T h—(0,0)

| r

Proposition 2.7
Soit f: U C R? — R une fonction de classe C! et x € U. Alors, en notant h = (hy, ha)

0 0
flath) = @)+ L@k + 5L @hat o (k).

\

.

Remarque

= Si f:U C R? — R est une fonction de classe C! et (xg,y0) € U alors, le plan d’équation

z = f(xo,y0) + %(fco,yo)(% —xg) + g—;(ﬂﬁo,yo)(y — %)

est appelé plan tangent en (zg,yo) & la surface d’équation z = f(z,y).

Proposition 2.8

Soit f : U C R? — R une fonction de classe C'. Alors f est continue.

Proposition 2.9

Soit f : U C R? — R une fonction de classe C! et = € U. Alors f admet une dérivée en z selon tout vecteur
h = (hl,hQ) et
0 0
Df,(h) = a—f(m)hl + 95 ()b
1

3.%'2
Autrement dit, D f, est une forme linéaire sur R2.

,
\.

Exercice 9

= Soit f la fonction définie sur R? par

V(z,y) R, f(z,y) =

1422
Montrer que f est de classe C* et calculer D f(, . (h1, ha).

Définition 2.10

Soit f : 4 C R?2 — R une fonction de classe C' et x € U. On appelle gradient de f en x I'unique vecteur
Vf(z) € R? tel que
Vh e R?, Df.(h) = (Vf(z)lh).

rof . of
Vi(z) = (a—xl(x), 8—@(@) .

Autrement dit

Remarques

= Le symbole V est un delta majuscule inversé. Il se prononce « nabla » en référence au nom grec désignant une
harpe phénicienne.

= Pour tout 6 € R, on pose up = (cosf,sinf). Alors, d’aprés Cauchy-Schwarz
VO €R, Dfo(ug) = (Vf(x)lug) < [IVF(@)| luoll = [V f ()]

cette inégalité étant une égalité si et seulement si V f(x) et ug sont positivement liés. On en déduit que V f(z)
donne la direction dans laquelle f croit le plus vite.



2.3 Dérivation des fonctions composées

Proposition 2.11

Soit f: U CR? - Ret g:V CR — R deux fonctions de classe C! telles que f () C V. Alors go f est de
classe C' et

VzelU, [Vigof)(z)=g (f(z)) Vf(z).

On écrit aussi, de maniére abusive

_d
Exercice 10
= Calculer Vf, ot f est définie sur R? \ {(0,0)} par
1
z,Y) = ————.
f(z,y) SR
Soit f:U CR — R%2et g:V C R?> = R deux fonctions de classe C! telles que f () C V. Alors go f est de
classe C! et
0 0
VeeU, (gof)(t) = S (F) At + 5= (FO) F(0)
Oxy Oz
= (Vg (fO)If' @)
On écrit aussi, de maniére abusive
A f) _ 09 dfi 99 dfs
dt afy At af, dt
_ df
- (%«

Exercice 11

= Soit f:R? — R une fonction de classe C' et ¢ la fonction définie sur R par
VEER, o) = f(31%).

Montrer que ¢ est de classe C! et calculer ¢’(t).

Proposition 2.13

Soit f : U C R? — R une fonction de classe C! et M : I — R? une fonction de classe C! a valeurs dans &. On

suppose qu’il existe ¢ € R tel que
viel, f(M())=c

Alors, pour tout t € I, M'(t) est orthogonal au gradient de f en M (t).

Remarque
= Si f:U C R? = R, on appelle ligne de niveau de hauteur ¢ € R 'ensemble

Lo=A{(z,y) eU] f(z,y) = c}.
La proposition précédente nous assure que le gradient de f est orthogonal a ses lignes de niveau.

Proposition 2.14

Soit f: U CR?2 - R2et g:V C R? — R deux fonctions de classe C! telles que f () C V. Alors go f est de
classe C' et

(9o f) 1y _ 00 (po OFr g .o O

ey a{’“"lf)(x = (f(x)) o (z) + o f(@)) g?m
’ go g g

0%, (w)=3—m(f(w))a—x:x+a—y2( T 3—xe)




On écrit aussi, de maniére abusive

0g(fr.f2) _ 09 0f1 , 09 0f  0(g(fr.f2)) _ Do Ofr , Do Of:
8:1@1 o 6f1 81‘1 8f2 81‘1 8:]52 o afl 8x2 8f2 6.%‘2 '

Exercices 12
= Soit f :R? — R une fonction de classe C'. Montrer que la fonction h : R? — R définie par

V(z,y) €R®, h(z,y) = f(2xy,x)

est de classe C! et calculer ses dérivées partielles.
= Soit (a,b) € R?\ {(0,0)}. On souhaite déterminer les fonctions f : R? — R de classe C! telles que

(B) Vo) € B, agl (@) 405 () =0
1. Montrer que I'application
¢: R — R

(u,v) —  (au—bv,bu+ av)

est bijective et calculer ¢ 1.

2. Soit f : R? — R une fonction de classe C'. On définit la fonction g : R? — R par
Y(u,v) € R%,  g(u,v) == f(au — bv,bu + av).
Montrer que f est solution de (E) si et seulement si

V(u,v) € R? %(u,v) =0.

3. Conclure.

2.4 Extrémum d’une fonction de deux variables

Définition 2.15

Soit f:U C R? = R et 29 € U. On dit que
— f présente un mazimum global en x( lorsque

VeelU, f(z) < f(2o).
— [ présente un mazimum local en x( lorsque
Ir>0, Veel, |z—x <r= f(z)<f(x0).
— f présente un minimum global en xq lorsque
Veel, [f(x)=f(xo).
— f présente un minimum local en xg lorsque

Ir>0, Veel, |z—mzo <r= f(z)=>f(z0).

Remarques
= Un extrémum global est un extrémum local, la réciproque étant fausse en général.
= Si f:R? — R admet un minimum local en (z1,22) € R?, alors les fonctions partielles
fpo: RO — R et fpo: RO — R
t —  f(t,z2) t —  f(x1,t)
admettent un minimum local, respectivement en z; et . Cependant, la réciproque est fausse comme le montre
I'exemple de la fonction f : R? — R définie par

Y(z,y) €R?,  f(z,y) = 2® — 3oy +y>.

= Plus généralement, si f : R2 — R admet un minimul local en o € R? alors, quel que soit h € R2, la fonction

¢ : R — R définie par
VEER, o(t) = f(zo+1th)



admet un minimum local en 0.

Définition 2.16

Soit f : U C R? — R une fonction de classe C'. On dit que 2 € I est un point critique de f lorsque

Of (o) — oF
B_(L’l (3}') =0 et axQ

Proposition 2.17

Soit f : U C R? — R une fonction de classe C' définie sur un ouvert /. Si f présente un extrémum local en z
alors x( est un point critique pour f.

(x) =0.

\.

Remarques

= Les extrémums locaux dune fonction f : 4 C R? — R de classe C! définie sur un ouvert I sont donc & chercher
parmi les points critiques de f.

™ La réciproque est fausse. Par exemple la fonction f : R? — R définie par
V(z,y) €R%, flz,y) =a? -y

admet (0,0) pour point critique alors qu’elle ne présente pas d’extrémum local en (0, 0).
Exercice 13

= Soit f la fonction définie sur R? par
Y (z,y) € R?,  f(x,y) = —2® — 6xy + 9y* + 18z — 18y + 1.

Déterminer les extrémums éventuels de f.



