Dérivation

« Le chemin le plus court d’un point & un autre est la ligne
droite, & condition que les deux points soient bien en face I'un
de lautre. »

— PI1ERRE Dac (1893-1975)

ROLLES THEOREM

FROM \JIKIPEDIA, THE FREE ENCYCLOPEDIA

ROLLE'S THEOREM STATES THAT ANY REAL,
DIFFERENTIABLE FUNCTION THAT HAS THE
SAME VALUE AT TuWO DIFFERENT POINTS
MUST HAVE AT LEAST ONE “STATIONARY
POINT" BETWEEN THEM WHERE THE
SLOPE. 15 ZERQ.

PN

EVERY NOU AND THEN, I FEEL LIKE THE MATH

EQUIVALENT OF THE CLUELESS ART MUSEUM

VISITOR SQUINTING AT A PAINTING AND SAYING
‘C™MON, MY KID COULD MAKE THAT.

Table des matiéres

1 Fonction dérivable, dérivées successives 2
1.1 Deéfinition . . . . . . . . e e e e e 2
1.2 Théorémes usuels . . . . . . . . . e e e e e 3
1.3 Fonction dérivée, dérivées SUCCESSIVES . . . . . . v v v v v v e e e e e e e e e e e e e 4
1.4 Fonctions de classe C™ . . . . . . . . e e e e e 5

2 Théoréme de Rolle et applications 6
2.1 Extrémum local . . . . . . . . L e 6
2.2 Théoréme de Rolle, accroissements finis . . . . . . . .. .. Lo o 8
2.3 Dérivation et monotonie . . . . . . . . .. L e e e e e e e 9
2.4 Théoréeme de la limite de la dérivée . . . . . . . . . . . . e e 10

3 Convexité 11
3.1 Définition, propriétés élémentaires . . . . . . ... oL Lo 11
3.2 Convexité et dérivation . . . . . . . . . . . L 12

Dans ce chapitre, K désignera I'un des corps R ou C.



1 Fonction dérivable, dérivées successives

1.1 Définition

Définition 1.1

On dit qu'une fonction f: D — K est dérivable en ¢ € D lorsque le tauz d’accroissement

f(@) = f(20)

Tr — X

admet une limite finie lorsque x tend vers g ; si tel est le cas, on note f’(zg) cette limite que l'on appelle
nombre dérivé de f en xg. La propriété « est dérivable en xq » est locale en xg.

Remarques

= Un changement de variable montre que f est dérivable en xy € D si et seulement si

f(zo +h) — f(xo)
h

admet une limite finie lorsque h tend vers 0.

= Si f: D — R est dérivable en zy € D, son graphe admet une tangente d’équation

y = f(w0) + f" (x0) (x — z0) .

Cette tangente est horizontale si et seulement si f (z9) = 0. Lorsque le taux d’accroissement de f en z( tend vers
+o00, le graphe de f admet une tangente verticale.

Définition 1.2

— On dit qu’une fonction f: D — K est dérivable a gauche en xg € D lorsque le taux d’accroissement

f@) = f(@0)

Tr — X9

admet une limite finie lorsque x tend vers z( par la gauche; si tel est le cas, on note f; (7o) cette limite
que lon appelle nombre dérivé a gauche de f en xg. La propriété « est dérivable & gauche en zy » est
locale & gauche, au sens large, en xg.

— On dit qu’une fonction f: D — K est dérivable a droite en x¢ € D lorsque le taux d’accroissement

f@) = f(@0)

admet une limite finie lorsque = tend vers x par la droite; si tel est le cas, on note f} (x¢) cette limite
que l'on appelle nombre dérivé a droite de f en xg. La propriété « est dérivable a droite en xg » est
locale & droite, au sens large, en xg.

Une fonction f: D — K est dérivable en xg € D si et seulement si les objets ci-dessous susceptibles d’avoir un
sens

fo (zo) et fi(zo)

existent et sont égaux. Si tel est le cas, f/ (zg) est cette valeur commune.

Exercice 1

= Etudier la dérivabilité des fonctions d’expression

en 0.

Une fonction dérivable en un point est continue en ce point.



Remarque

= La réciproque de cette proposition est fausse comme le montre Uexemple de la fonction x + /z en 0.

Proposition 1.5

Une fonction f : D — K est dérivable en xg € D si et seulement si elle y admet un développement limité a
I'ordre 1. Si tel est le cas

f(l‘o-i-h)Zf(ﬂio)‘irf'(xo)h‘i‘hgo(h)'

Définition 1.6
Soit f: D — K.

— On dit que f est dérivable lorsqu’elle est dérivable en tout point de D.
— Si A est une partie de D, on dit que f est dérivable sur A lorsque la restriction de f & A est dérivable.

\.

Remarque

= Si A est une partie de D et que f est dérivable en tout point de A, alors f est dérivable sur A. Cependant la
réciproque est fausse. Par exemple, la fonction f définie sur R par f(z) := |z| est dérivable sur Ry mais elle n’est
pas dérivable en 0.

Proposition 1.7

Soit f : D — K une fonction définie sur un domaine élémentaire et D = I U---U I, la décomposition de D en
composantes connexes. Alors f est dérivable sur D si et seulement si, pour tout k € [1,n], f est dérivable sur
Iy

Remarque

= Une fonction f:R* — R est donc dérivable sur R* si et seulement si elle est dérivable sur R% et sur R*.

Proposition 1.8

Soit f : I — K une fonction définie sur un intervalle I et a € I.
— Si f est dérivable sur I N ]a, +oo], elle est dérivable en tout point de I N ]a,+oo[. De plus, en notant g
la restriction de f & I NJa,+o0[, on a

Vz € INJa,+oof, f'(z)=g'(z).

— Si f est dérivable sur I N [a,+oo], elle est dérivable a droite en a et en tout point de I N]a,+ool. De
plus, en notant g la restriction de f a I N [a,+oo|, on a

fia)=¢'(a) et VxelIn]a,+ool, f'(z)=d ().

Exercice 2
= Soit a,b € R. On définit la fonction f: R — R par

—2_ six <0
Ve eR, f(z):={ " .
ecosx sixz=0.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f soit dérivable sur R.

1.2 Théorémes usuels

Proposition 1.9

Soit f,g: D — K deux fonctions dérivables en xg.
— Si A\, p €K, alors Af + ug est dérivable en xg et

(Af + 19)" (o) = Af' (z0) + pg’ (o) -

— fg est dérivable en xg et

(f9)' (o) = f' (z0) g (w0) + f (w0) ¢’ (x0) -




— Si f (zo) # 0, alors f ne s’annule pas au voisinage de xg et 1/f est dérivable en zq. De plus

(%)%xw::_f%ww'

— Si g (zp) # 0, alors g ne s’annule pas au voisinage de x et f/g est dérivable en zy. De plus

([)' (20) = F' (o) g (z0) — f (z0) g’ (z0)

92 (xo0)

| QQ

Proposition 1.10

Soit f une fonction dérivable en x( et g une fonction dérivable en f (). Alors g o f est dérivable en xq et

(g0 f) (z0) = ¢ (f (x0)) f' (o)

,
\.

Exercice 3

= Etudier les variations de la fonction f définie sur R par

T+ 2

Proposition 1.11

Soit f une bijection continue d’un intervalle I sur un intervalle J et yo € J. Si f est dérivable en zo = £~ (yo),
alors f~1 est dérivable en yq si et seulement si f’ (z¢) # 0. De plus, si tel est le cas

(f_l)’ (yo) =

\.

Proposition 1.12

Soit f: D — Cet zp € D.
— Alors f est dérivable en xg si et seulement si f I'est. De plus, si tel est le cas

f ' (o) = f (wo).
— De méme, f est dérivable en x si et seulement si Re(f) et Im(f) le sont. De plus, si tel est le cas

" (w0) = Re(f)' (w0) +1Im(f)’ (zo) -

— Enfin, si f est dérivable en zg, il en est de méme pour e/ et

() (wo) = 1 (wo) /@)

.

.

1.3 Fonction dérivée, dérivées successives

Définition 1.13

Soit f : D — K une fonction. On note Dy I'ensemble des x € D en lesquels f est dérivable. On définit la
fonction dérivée de f, notée f’, par
f/ : Df/ — K
z — f(2)

Définition 1.14

Si f: D — K est une fonction, on définit par récurrence la dérivée n-ieme de f de la maniére suivante :
— On pose fO = f.
— Sin €N, on définit (") comme étant la dérivée de f(™).




Si 2o € D, on dit que f est dérivable n fois en z lorsque f(™) est définie en g ; cette notion est locale en zq.

Remarques
= On dit qu’une fonction est dérivable n fois lorsqu’elle est dérivable n fois en tout point de son domaine de définition.

= Soit f: D — K, et A CD. On dit que f est dérivable n fois sur A lorsque la restriction de f a A est dérivable n
fois.

Soit f,g: D — K deux fonctions dérivables n fois.
— Soit A\, u € K. Alors Af + ug est dérivable n fois et

VzeD, (Af+ Hg)(n) (z) = A () + pg™ ().
— fg est dérivable n fois et
vz eD, (fg)" (x)= ,;O <Z> FP (@)™ ().

Cette formule est appelée formule de Leibniz.
— Si g ne s’annule pas, alors f/g est dérivable n fois.

Si f et g sont deux fonctions dérivables n fois, alors g o f est dérivable n fois.

Remarque

= Sia€eRet f: R — K est dérivable n fois, alors la fonction g : x — f (ax) est dérivable n fois et
Ve eR, ¢™(z)=a"f™ (az).

Exercices 4
= Donner la dérivée n-iéme des fonctions z + 22 f(z) et  — f(x)e”.
= Calculer la dérivée n-iéme de la fonction = — cos® .

= Soit f la fonction de R dans R définie par

2

Ve €R, f(x):=e"".

Montrer que pour tout n € N, f(") est bornée.

Soit n € N* et f une bijection de I'intervalle I sur I'intervalle .J, dérivable n fois sur I. Alors f~! est dérivable
n fois sur J si et seulement si

Veel, f'(z)#0.

1.4 Fonctions de classe C"

Définition 1.18

Soit n € N. On dit qu'une fonction f : D — K est de classe C™ lorsqu’elle est dérivable n fois et sa dérivée
n-iéme est continue. On note C” (D, K) I'ensemble des fonctions de D dans K de classe C™.

Remarques
= Les fonctions de classe CY sont les fonctions continues.

= Une fonction peut étre dérivable sur R sans que sa dérivée soit continue. Par exemple la fonction f définie sur R
par
x? sin (%) siz#0

Vr € R, f(x)::{o G0

est dérivable sur R mais sa dérivée n’est pas continue en 0.



= Si on note D" I'ensemble des fonctions dérivables n fois, on a
c’op'octop?*oc?-
On peut montrer que toutes ces inclusions sont strictes.
= Si A est une partie de D, on dit que f est de classe C™ sur A lorsque la restriction de f a A est de classe C™.
Exercice 5
= Soit f: R — R la fonction définie par

Vo € R, f(a:)::{ 2 sz 0

1 siz=0.

Montrer que f est de classe C! sur R.

Définition 1.19

On dit qu'une fonction f: D — K est de classe C*° lorsqu’elle est de classe C™ pour tout n € N.

Remarques
= Une fonction est de classe C*° si et seulement si elle est dérivable n fois quel que soit n € N.
= Les fonctions usuelles sont de classe C* sur le domaine sur lequel elle sont dérivables.

Proposition 1.20

Soit n € NU {oo} et f,g: D — K deux fonctions de classe C".
— Si A p €K, alors Af + pg est de classe C™.
— fg est de classe C™.
— Si g ne s’annule pas, alors f/g est de classe C™.

,
.

Proposition 1.21

Sin € NU{oo}, la composée de deux fonctions de classe C™ est de classe C™.

,
\.

Définition 1.22

Soit f une bijection de U'intervalle I sur I'intervalle J et n € NU{oo}. On dit que f est un C™-difféomorphisme
de I sur J lorsque f et f~! sont de classe C™.

r
\

Proposition 1.23

Soit n € N* U {oo}. Une bijection f de classe C" de l'intervalle I sur 'intervalle J est un C"™-difféomorphisme
si et seulement si f’ ne s’annule pas.

r
.

Exercices 6

= Soit f l'application de R} dans Ry qui & x associe ze”. Montrer que f est un C*°-difféomorphisme. Calculer un
développement limité de f~' en 0 & I'ordre 3.

= Montrer qu’il existe une unique fonction f € C*°(R,R) telle que
Ve eR, f(x)+ f(x)+z=0.
2 Théoréme de Rolle et applications

2.1 Extrémum local

Définition 2.1

Soit f : D — R une fonction réelle et 2o € D. On dit que
— f présente un mazimum global en xzq lorsque

Ve eD, f(z)<f(xo).
— f présente un mazximum local en xg lorsque

I >0, VeeD, |z—xo<n= f(z)<f(x0).




— f présente un minimum global en xq lorsque
VeeD, f(z)=f(x0).
— f présente un minimum local en xq lorsque

I >0, VzeD, |z—mzo<n= f(z)=Ff(20).

Remarque

= On peut indifféremment utiliser « maximums » ou « maxima » pour le pluriel de « maximum ». De méme, on peut
utiliser « minimums » ou « minima » pour le pluriel de « minimum ».

Exercice 7

= Rechercher les extrémums de la fonction d’expression |z (z — 1)| sur [0, 2].

Soit f : D — R une fonction admettant un extrémum local en un point zg intérieur & D. Si elle est dérivable
en zo, alors f’ (zg) = 0.

Remarques

= Attention, ce n’est pas parce que f’ s’annule en zy que f y admet un extrémum local. Par exemple la fonction
2 +— 23 a une dérivée qui s’annule en 0 mais n’admet pas d’extrémum local en ce point.

= Les extrémums locaux d’une fonction f définie sur D sont donc & chercher parmi les bornes de D, les points ou f
n’est pas dérivable et ceux ou la dérivée de f est nulle.

= Si f'(zg) =0 et f est assez réguliére, un développement limité permet généralement de déterminer si f admet un
maximum ou un minimum local en xg. En effet, supposons que

J(xo+h) = f(xo) + ah® + 90 (h*)

avec o € R* et w > 2.
— Supposons que w est pair. Si o > 0, alors f admet un minimum local en zg. Si a < 0, alors f admet un
maximum local en xg.

yt y1
f(o) | flo) |
(‘l :L“() x x‘o T
a > 0 et w pair a < 0 et w pair

— Si w est impair et que x( est intérieur & D, f n’admet pas d’extrémum local en xg.



f(@o) |

o €

a > 0 et w impair

2.2 Théoréme de Rolle, accroissements finis

Dans cette section, lorsqu’on considérera un segment [a, b], on supposera que a < b.

Théoréme 2.3: Théoréme de Rolle

Soit f une fonction réelle continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[, telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ € |a, b
tel que f'(c) = 0.

Exercice 8

= Soit f une fonction dérivable n fois sur 'intervalle I admettant n+ 1 zéros. Montrer que () s’annule au moins
une fois sur I. Retrouver le fait qu’un polynéme P € R[X] de degré n admet au plus n racines réelles.
Remarque

= Cette proposition est fausse si f est & valeurs complexes. Par exemple, si f est la fonction définie sur R par
VreR, f(z)=¢e"
alors f est dérivable sur R, f(0) = f(27) mais f’ ne s’annule pas.

Théoréme 2.4: Théoréme des accroissements finis

Soit f une fonction réelle continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Alors, il existe ¢ € ]a, b[ tel que




Remarque

= Remarquons que le taux d’accroissement (f(b) — f(a))/(b — a) est une grandeur invariante par échange de a et b.
Par conséquent, si f est dérivable sur I, quels que soient a,b € I tels que a # b, il existe ¢ strictement compris
entre a et b tel que

f(b) — f(a)

!/
= f'(c).
2 e
= Puisque c est strictement compris entre a et b, il arrive qu’on ’écrive sous la forme
c=60a+ (1-0)b
avec 0 € ]0,1[.

Soit f une fonction réelle continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. On suppose qu’il existe m, M € R tels que
Vz € a,b[, m< f'(z) <M.

Alors
m((b—a) < f(b)— fla) <M ((b—a).

Soit f : I — K une fonction dérivable sur un intervalle I. On suppose qu’il existe M € R, tel que
veel, |f'(z)<M.
Alors

Ve,yel, |f(z) = fy)l < Mlz—y|.
Autrement dit, f est M-lipschitzienne.

Remarque

= Une fonction de classe C' sur un segment est lipschitzienne.

2.3 Dérivation et monotonie

Soit f : I — R une fonction réelle, dérivable sur un intervalle I. Alors
— f est croissante si et seulement si
Veel, f'(z)>0.

— f est décroissante si et seulement si
Veel, f'(z)<0.

Remarque

= Ce théoréme reste vrai lorsque f est continue sur I, dérivable sur l'intérieur de I et que sa dérivée y est de signe
constant. Par exemple, si f: Ry — R est continue sur R, dérivable sur R? et

Ve >0, f'(z)=0



alors f est croissante sur R,.
Exercices 9

= Etudier les variations de la fonction f définie sur R, par

= Calculer
nf METY
2 y>0 /T + /Y

Soit f : I — K, dérivable sur un intervalle 1. Alors f est constante si et seulement si
veel, f'(z)=0.

Exercice 10

= Soit @ > 0. On dit qu'une fonction f : I — K définie sur un intervalle I est a-Hé6lderienne lorsqu’il existe C' > 0
tel que

Vo,y eI, |f(z) = f)l < Clz—y|”.

Montrer que si « > 1, alors f est constante.

Soit f : I — R une fonction réelle, dérivable sur un intervalle I. Alors f est strictement croissante si et seulement
si

— Ve el, f(z)=0,

— Il n’existe pas d’intervalle non trivial sur lequel f’ est nulle.

Remarques
= On rappelle qu'un intervalle non trivial est un intervalle qui contient au moins deux points.

= Rappelons au passage qu’une fonction croissante qui n’est pas strictement croissante est constante sur un intervalle
non trivial.

2.4 Théoréme de la limite de la dérivée

— Soit f : I — K une fonction définie sur un intervalle I et xg € I. On suppose que f est continue sur I,
dérivable sur I\ {zo} et que
!
T#xT)
Alors f est dérivable en xg et f' (zg) = L.
— Soit f : I — R une fonction réelle définie sur un intervalle I et xg € I. On suppose que f est continue
sur I, dérivable sur I\ {zo} et que
f(x) —— +o0.

Tr—>To
TH#x0
Alors
@)= f)
T — To z—x0

Autrement dit, le graphe de f admet une demi-tangente verticale en xy. En particulier, la fonction f
n’est pas dérivable en x.

Exercices 11

= Montrer que

Arcsin (=1 +h) + 5
400
h h—0
= Soit f :]—m, 7| = R la fonction définie par
1_ 1 i 0
voel-mal, fl)={r s 977
0 six = 0.



[ | Montrer que f est de classe C*.

3 Convexité

3.1 Définition, propriétés élémentaires

Soit x1, 22 € R. Alors
« |z1,m2) » = {tor + (1 — )z : £t € [0,1]}.

Remarques

= On en déduit qu’'une partie I de R est un intervalle si et seulement si
Ve,ye I, Vte[0,1], tz+(1—-t)yel.

= On dit qu’une fonction ¢ : I — R est affine lorsqu’il existe a,b € R tels que

Veel, o(z)=ax+0.

Si ¢ : I — R est affine, alors
Vo, €I, Ve |[0,1], o(tey+ (1 —t)z2) = to(xr) + (1 — t)p(x2).
= Si [ est un intervalle
Vei,...,xn €1, Vt,..tn €Ry, L1+ F+t, =1 = tiz1+-- +txy, €1

Définition 3.2

Soit f : I — R une fonction réelle définie sur un intervalle I. On dit que f est convexe lorsque

Vo, xe € I, V€ [0,1], f(tzi+Q—t)zo) <tf(x)+(1—1t)f(z2).

f(x2)

tf(w) + (1 =) f(x2)

f(x1)

1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
f(tzr + (1 —t)xo) :
|
|
I

|
|
|
|
L1 tr1 + (1 — t)xg L2

Remarques
= Les fonctions affines sont convexes.

= Une combinaison linéaire positive de fonctions convexes est convexe. Cependant, si f est une fonction convexe, en
général, — f ne l'est pas.

I Exercice 12

= Montrer que les fonctions x — |z| et z — 22 sont convexes sur R.



Proposition 3.3: Inégalité de Jensen

Soit f : I — R une fonction convexe sur un intervalle 7. Alors
Vey,...,x, €1, th,...,tn€R+,

it tta=1 = f(t1z1+ - +tozy) <t1f (1) + - +tnf (Tn).

3.2 Convexité et dérivation

Proposition 3.4: Lemme des 3 pentes

Soit f : I — R une fonction réelle.
— Si f est convexe, quels que soient x1, 22, z3 € I tels que 1 < 2 < z3, 0n a

f(z2) = f(21) < f(w3) = f(z1) - f(x3) — f(xz).

X
Xo — I Ir3 — T1 T3 — T

— Réciproquement, si quels que soient x1, 9,23 € I tels que z1 < x5 < x3, on a

[ (x2) — f (21) - [ (w3) = f(z2)

S
T2 — 1 T3 — T2

)

alors f est convexe.

f(xs)

f(x1)

f(x2)

I Exercice 13

= Montrer que sur R, une fonction convexe majorée est constante.

Proposition 3.5

Soit f : I — R une fonction réelle. Alors f est convexe si et seulement si, pour tout g € I, la fonction

Teo : I\{z0} — R
f(@) = f(z0)

r — X

T

est croissante.

.

Proposition 3.6

Soit f : I — R une fonction convexe.

— Alors f est dérivable a gauche et a droite en tout point intérieur a I.
— En particulier, f est continue en tout point intérieur a I.

.

.




Remarque

= Remarquons qu’une fonction convexe peut trés bien ne pas étre dérivable en un point intérieur & I comme le
montre '’exemple de la valeur absolue en 0. De méme, une fonction convexe peut étre discontinue aux bornes de
son intervalle de définition comme le montre ’exemple de la fonction

f: 0] — R

1 siz=0o0oux=1,
T —> )
0 sinon.

Soit f : I — R une fonction convexe sur un intervalle I. Si xg € I est un point en lequel f est dérivable, alors

Vezel, f(z)>f(wo)+ f (o) (— 20)

Autrement dit, le graphe de f est au-dessus de ses tangentes.

Soit f : I — R une fonction réelle, dérivable sur un intervalle I. Alors f est convexe si et seulement si f’ est
croissante.

Soit f : I — R une fonction réelle deux fois dérivable sur un intervalle I. Alors f est convexe si et seulement si

Vveel, f’(x)>0.

Remarques
= La fonction exp est convexe sur R. La fonction x +— 1/x est convexe sur R .

= On dit qu’une fonction réelle définie sur un intervalle I est concave lorsque
Vei,ze €1, VEe[0,1], f(tz1+ (1 —t)x2) = tf (21) +(1—1) f(z2).

Une fonction f est concave si et seulement si —f est convexe. On en déduit que toutes les propositions énoncées
pour les fonctions convexes ont leur équivalent pour les fonctions concaves. En particulier, les fonctions concaves
sont en dessous de leur tangentes et une fonction deux fois dérivable sur un intervalle est concave si et seulement
si sa dérivée seconde est négative.
Exercices 14
= Montrer que
VeeR, e >1+ux, Ve e]-1,400[, In(l4+z)<x
T 2 .
Vx € {0,5}, —-x <sinz < 2.
7r

= Soit x1,...,x, € Ry. Montrer que

T ATt T,
- .

Vr1x2 - xp <

C’est I'inégalité arithmético-géométrique qui se démontre facilement pour n = 2.



