Compléments d'algebre

« The closer one looks, the more subtle and remarkable Gaussian elimination appears. »

— Nick TREFETHEN (1955—)
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1 Somme et produit, fonction polynoéme

1.1 Somme

Définition 1.1

Soit m,n € Z tels que m < n et Uy, Umt1, .-, Un—1,Un € C. On définit

Zuk = Uy, + Uyl + -+ Unp—1 + Up.

k=m

Remarque

= Lorsque n = m — 1, la convention est de poser Y ,_  uy = 0. Cette convention permet d’écrire

n n—1
Yn > m, Zuk:un—i- Zuk.
k=m k=m
= Sim,n € Z sont tels que n > m — 1, alors Card([m,n]) = n — m + 1. En particulier, quel que soit a € C
n
Za: (n—m+1)a.
k=m

Exercice 1

= Ecrire avec le symbole > les sommes suivantes, sachant que chacune d’elle est composée de n + 1 termes.
—ap+ay—az+azg+---, a1 +ag+ay+---

ap + 2a1 + 3as + 4asz + - - -, ag — 2a1 + 4as — 8az + - - - .



Proposition 1.2

Soit m,n € Z, A\, € C et (ur)kez, (Vk)kez deux suites d’éléments de C. Alors

n n n
Z ()\uk—i-,twk) z)\Zuk—i-quk.
k=m k=m k=m

\

\

Proposition 1.3

— Soit m,n € Z et p € Z. Alors

— Soit n € N. Alors

n n
E Up = E Unp—k-
k=0 k=0

.

\.

Remarques

= En pratique, lorsque ’on souhaite faire la premiére transformation, on dit qu’on effectue le changement de variable
k—k+p.

k+p=n k=n—p
E U = K E U = E Uk4p = E Uk4p » = E Uk+p-
k+p=m k=m—p k=m—p

Le seconde transformation se fait de maniére similaire, en utilisant cette fois la convention que si les bornes ne sont
pas « dans le bon sens », on les échange ; on dit dans ce cas qu’on fait le changement de variable k — n — k.

n k=n n—k=n k=0 k=n n
E U = < E U = E Up—k = E Up—k = E Up—k » = E Up—k-
k=0 k=0 n—k=0 k=n k=0 k=0

Soit (ug)kez une suite. Si m,n € Z sont tels que n > m — 1

oy

n

Z (Ukt1 — Uk) = Upt1 — U

k=m
On dit qu’une telle somme est télescopique.
Exercices 2

= 1. Montrer qu’il existe a,b € R tels que

1 a b
keNt, ——— %, %
RENL TETD TR TEA

2. Pour tout n € N, en déduire une expression simple de

- 1
Zk(k—i—l)'

k=1

= Pour tout n € N, en effectuant le changement de variable k — k + 1, calculer
n
> k2t
k=0

= Soit n € N*. En considérant les racines (2n + 1)-iémes de I'unité, montrer que

Définition 1.4

Soir 7 € C. Une suite (u,) est dite en progression arithmétique de raison r lorsque

VneN, Upp1 =u,+r.



On a alors, pour tout n € N, u,, = ug + nr.

| r

Proposition 1.5

Soit (u,) une suite en progression arithmétique et m,n € Z tels que n > m — 1. Alors

n

Zu,k = umT'i_un(n_m_'_l)
k=m
remier terme + dernier terme
- L ;_ - (nombre de termes) .

| .

Proposition 1.6

Soit n € N. Alors

N n(n+1) ", n(n+1)2n+1)
gk_T et Y K= 5

k=0 k=0

Définition 1.7

7
| .

Soit ¢ € C. Une suite (u,) est dite en progression géométrique de raison q lorsque
VneN, Upp1 = quy,.

On a alors, pour tout n € N, u,, = ¢"uyg.

Proposition 1.8

Soit (u,) une suite en progression géométrique dont la raison ¢ € C est différente de 1 et m,n € Z tels que
m < n. Alors

n
Z up _ Uy, — Un+1
k=m L= a
premier terme — terme suivant
1—g¢q '

.

Exercices 3

= Montrer que la suite de terme général

est convergente.
= Calculer, pour tout z € R\ {1}

Proposition 1.9

Soit n € N. Alors

Exercice 4

= Calculer la somme



1.2 Produit

Définition 1.10

Soit m,n € Z tels que m < n et Uy, U1, .-« Un—1, Uy € C. On définit

n

H Uk = Um * Um 41 Up—1 ° Unp.

k=m

Remarques

= Lorsque n = m — 1, la convention est de poser [[,_, wuj = 1. Cette convention permet d’écrire

n n—1
Vn > m, Huk=un Huk.
k=m k=m

= Sim,n € Z sont tels que n > m — 1. Alors, quel que soit a € C

= Pour tout n € N

Exercice 5

= Exprimer, a l'aide de factorielles, les produits

ﬂ(zk) et J[(2k+1).

k=1 k=0

Proposition 1.11

Soit m,n € Z et (ug)rez, (Vi )rez deux suites d’éléments de C. Alors
n n n
H UV = <H uk> <H ’Uk> o

1.3 Somme et produit doubles

On parle de somme double lorsqu’il y a deux indices. Pour sommer les éléments u; ; d’'un tableau a n lignes et
m colonnes, on peut procéder d’au moins deux maniéres : une sommation en lignes ou en colonnes. Evidemment, le
résultat est le méme.

Proposition 1.12

Soit m1,n1, ma,ng € Z et (u; ;) une famille d’éléments de C. Alors

ny no n2 ni

i=mj j=ma Jj=maz i=my

Remarque
= Cette somme est parfois notée

E Uq,5 oOu E U, j-

m1<igny (i,5)€[m1,n1] % [m2,n2]
ma<j<ne

Exercices 6
= Calculer

g ij et E (T + ).
0<i<n 0<i<n
0<i<n 0<g<n



= Calculer

= Calculer

. k
en remarquant astucieusement que k = Ei:l 1.

Soit my,n1, M2, ne € Z et (ur)kez, (Vk)kez deux suites d’éléments de C. Alors

Jj=ma2 i=my j=ma

Exercices 7

= Calculer
> il
1<ign
1<j<n
= Calculer
n n—=k k
1 5=0 ° +k

1.4 Fonction polyndéme

Dans la suite de ce chapitre, K désigne Q, R ou C.

Définition 1.14

On appelle fonction polynome & coefficients dans K toute fonction P : K — K telle qu’il existe ag,...,a, € K
tels que

VzeK, P(z)=ap+arz+ -+ An_12""t + apz™.

L’ensemble des fonctions polynome a coefficients dans K est noté P (K, K).

Remarque

= On dit qu'une fonction polynéme P € P(K,K) est de degré n € N lorsqu'il existe aq, ..., a, € K tels que a,, # 0 et
VzeK, P(z)=ay+az+--+ 12"+ a,z™.

Exercice 8

= 1. Montrer que pour tout n € [0, 3], il existe une fonction polynéme P,, de degré n telle que
Vz e R, cos(nz)= P,(cosz).

2. Généraliser ce résultat pour n € N.

Définition 1.15

Si P € P(K,K), on appelle racine de P tout élément « € K tel que P(a) = 0.

Remarques
= Le calcul des racines des fonctions polynéme de degré 2 se fait en utilisant le discriminant.

= Il n’y a pas de méthode systématique pour trouver les racines des fonctions polynéme de degré supérieur. En effet,
on peut montrer qu’il n’existe pas de formule générale permettant de calculer les racines des fonctions polynome
de degré 3 ou plus avec des radicaux réels. Et méme si on s’autorise les racines n-iémes de nombres complexes, il
n’existe pas de formule générale permettant de déterminer les racines de fonctions polynéme de degré 5 ou plus.
Cependant, il existe différentes techniques qui sont efficaces pour certaines fonctions polynéme.



Soit P € P(K,K) et o € K. Alors « est une racine de P si et seulement si il existe @ € P(K,K) tel que

VzeK, P(z)=(z—a)Q(2).

Remarques

= La factorisation effective se fait par division euclidienne. Par exemple, si P(z) := 2% + 322 + 32 + 2, on remarque
que P(—2) =0 donc P(z) se factorise par z + 2 et la division euclidienne s’effectue de la maniére suivante.

23 4322 +32 +2(2+2
23 4222 224241
2?2 +32 +2

22 +22
z+2
z 42
0

donc 2% + 322 + 32 + 2 = (2 + 2)(22 + 2 + 1). Puisque les racines de Q(z) := 2% + 2z + 1 sont j et j?, on en déduit
que les racines de P sont —2,j et j2.

= Si P est une fonction polynome & coefficients entiers, il existe une technique efficace pour déterminer rapidement
ses racines rationnelles. Soit ag,...,a, € Z tels que P(z) = apz™ + -+ + a1z + ag. Si r est une racine rationnelle
de P, il existe p € Z et g € N* premiers entre eux tels que r = p/q. Puisque P(r) = 0, on en déduit que

an<p> vedra P a0
q q

En multipliant par ¢", on obtient
anp” + an1p" g4+ a1pg" "t + apq™ = 0.
On en déduit que
anp” = —q (an—1p" "'+ +a1pg" % + agg" ")

et donc que ¢ divise a,p™. Or ¢ et p sont premiers entre eux donc ¢ et p™ sont premiers entre eux. D’aprés le
lemme de Gauss, on en déduit que ¢ divise a,,. De méme, on montre que p divise ag. Comme il existe un nombre
fini de diviseurs d’un entier non nul, les racines rationnelles sont donc & chercher parmi un nombre fini d’éléments.
Par exemple, si P(2) = 32% + 522 + 52 + 2, et si p/q est une racine rationnelle mise sous forme irréductible de P,
alors p divise 2 et ¢ divise 3. Donc p € {—2,—1,1,2} et ¢ € {1,3}. Les racines rationnelles éventuelles de P sont
donc parmi {-2,-1,1,2,-2/3,—-1/3,1/3,2/3}. Si on teste tous ces rationnels, on se rend compte que —2/3 est une
racine de P. P(z) se factorise donc par 3z + 2 et une division euclidienne nous donne P(z) = (32 +2)(2% + 2z + 1).
Les racines de P sont donc —2/3,j et j2.

= D’autres techniques permettent de trouver les racines d’une fonction polynéme de degré n > 3. Par exemple, pour
certaines fonctions polyndéme, ramener la recherche de leurs racines a la recherche des racines n-iémes d’un nombre
complexe.

Une fonction polynéme P € P(K,K) de degré n € N admet au plus n racines.

Remarques

= Soit P € P(K,K) une fonction polynéme et ag,...,a, € K tels que
VeeK, P(z)=ag+arz+ - +an_12""" +a,2".

Si P admet au moins n + 1 racines, alors ag = a; =--- = a, = 0.
= Soit ag,...,an,bo,...,b, € K et R une partie de K telle que

VzER, anz"+an 12" 4+ Farz+ag=0bpz" + by 12"+ + b1z + b.

Si R posséde au moins n + 1 éléments (en particulier si R est infini), alors a,, = by, ..., a9 = bo.
= Si P est une fonction polynéme non nulle, il existe un unique n € N et une unique famille (ao, .. .,a,) € K**! tels
que a, # 0 et

VzeK, P(z)=ap+arz+- -+ 12"+ apz™.

On dit que n est le degré de P et que ag, ..., a, sont ses coefficients.



2 Trigonométrie

2.1 Egalité modulaire

Définition 2.1

Soit m € R et a,b € R. On dit que a est congru a b modulo m et on note
a=b[m]

lorsqu’il existe k € Z tel que a = b+ km.

Exercice 9

= Soit a,b € R. Quel est le lien logique entre

«a=b2mly et «a=bn]»?

— Soit m € R et a1, az,b1,b2 € R tels que
ap = by [m] et ag =be [m].
Alors, quels que soient kq, ko € Z,
k1a1 + koag = k1by + kaba [m].
— Soit m € R et a,b € R tels que

Alors, si c € R
ac = be [mc].

Remarques

= On en déduit qu’on peut raisonner avec les « = » de la méme maniére qu’avec « = » pour résoudre les équations.
— On peut passer une expression d’un coté a 'autre du « = » en changeant son signe.
— On peut multiplier les deux cotés du signe « = » par un méme coefficient ¢ € R* . Il suffit juste de multiplier le
modulo par c.
Ces deux transformations permettent de raisonner par équivalence.

= Sia € R et m € R%, alors 'ensemble des x € R tels que = a [m] est noté

a+mZ:={a+km:kelZ}.

2.2 Formules de trigonométrie

cotanx

sinx tanz

COsST

Définition 2.3

On définit le sinus, le cosinus, la tangente et la cotangente d'un angle x exprimé en radians sur le cercle
trigonomeétrique de rayon 1 comme ci-dessus. En particulier tana n’est défini que pour z € R\ (% + 7TZ),




cotan z n’est défini que pour x € R\ 7Z et

tanx =

COS T

et cotanzx =

COS T

sin x

Remarque

= On rappelle les principales valeurs remarquables.

/_ %
Lo ____=
2 s
| 1
V2 L _L f_—
2 | |
' !
1
Pl A A
| |
| |
L
[ | '
I I I
| | |
1 1 |
1 V2 V3
2 2 2
™ ™ ™ 0
0 z z z z
‘ 6 1 3 2
, 1 V2 V3
sinx 0 — — — 1
2 2 2
) V3 V2 1 0
cosx — —_— =
2 2 2
t 0 ! 1 V3 indéfini
an x — indéfini
V3
1
cotan x indéfini V3 1 — 0
V3
= Siz e R\ §Z, alors
cotanx =
anx
D’aprés Pythagore, on a
1
c052m+sin2x:1, 1+tan?z = T
cos?
9 1
1+ cotan”z = ——.
sin” x
cos (—x) = cosx cos (m+ x) = —coszx cos (m —x) = —cosx
sin (—z) = —sinx sin (m + ) = —sinx sin (r — x) = sinz
tan (—z) = —tanx tan (7 + x) = tanx tan (m — x) = —tanx
™ .
cos (f—&—x) = —sinzx cos (5—1‘) =sinx
sin (7+x) =coszT sin (g 71:> =coszx
tan (5 + :r) = —cotanx tan (g = ;U) = cotanx



Remarques

= Il est important de retrouver rapidement ces formules en dessinant le cercle trigonométrique et un « petit » angle
x vérifiant 0 < x < 7/4.

= Pourtoutnc€Zetx cR
cos (z 4+ nm) = (=1)" cosx et sin (z + nm) = (—1)" sinz.

En particulier cos(nm) = (—1)" et sin(nm) = 0.
= Quels que soient z,y € R

cosx =cosy < [r=y [27] ou x = —y [27]]
sinz =siny < [z=y [27] ou r=m—y [27]]

= Quels que soient z,y € R\ (g + 7TZ)

tanz =tany <= x=y [7].

7—7T ‘in2—ﬂ- tn—S—7r
0056, S 5 ) a 1)

= Résoudre I’équation sinx = cos .

Exercices 10

= Calculer

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb sin(a + b) = sinacosb + cosasinb
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb sin(a — b) = sinacosb — cosasinb
t tan b
tan(a +b) = ana + tan

1 —tanatanb
tana — tanb

t —b)= —«——
il ) 1+ tanatanb

Remarque

= Sia,b € R ne sont pas tous les deux nuls, on pourra factoriser a cosz + bsinz de la maniére suivante.

acosz +bsinz = Va2 + b? <

cos T +

a b .
—— —F——S

Puisque

2 2
a b
+ =1,
(\/a2+b2> (\/a2+bz>
il existe 6y € R tel que cosfy = a/va? + b? et sinfy = b/v/a? + b2. On a alors

acosz+bsine = +/a?+ b%(cosbycosz + sin by sin x)

= va2+b%cos(z—bp).



Exercice 11

= Résoudre ’équation V3cosx +sinz = 1.

Proposition 2.7: Angle double

2 2

cos(2z) = cos” x — sin” x
=2cos’z — 1
=1-2sin’x

sin(2z) = 2coszsinz

2tanz

tan(2z) = T tonZa

1 2
o — H%W)

1-— 2
Sinzx: w

.

Exercices 12
= Exprimer cos(7/8) a l'aide de radicaux.

= Soit a € R. Pour tout n € N, on pose
n
a
D = H cos (Q_k) .
k=1
Simplifier p, sin (a/2™) puis en déduire la limite de la suite (py,).

Proposition 2.8: Linéarisation

1

cosacosbh = 3 [cos (a + b) + cos (a — b))
1

sinasinb = b [cos (a — b) — cos (a + b)]

1
cosasinb = 5 [sin (a + b) — sin (a — b)]

.

2 4

x, puis sin” x.

Proposition 2.9: Factorisation

I Exercice 13
3

= Linéariser cos® x, cosx sin

o p+q p—q . N '/ p—q
cosp + cos q = 2 cos 5 cos 5 sin p + sin g = 2sin 5 COST
cosp—cosq:—2sinmsinu sinp—sinq:2cosmsinu

2 2 2 2
sin
tan;zH—tanq:M
COS P COS q
COS P COS ¢

Exercice 14

= En multipliant par sin(x/2), calculer

A= Zcos (kx) et B:= X:Sin2 (kx) .

k=0 k=0



Proposition 2.10

Soit z € R tel que x # 7 [27]. Alors, en posant t := tan (z/2)

1—¢2 . 2t

cosx = et sine=-—.

14 ¢2 1+¢2

Si de plus, z # § [n], alors
¢ 2t
anx = .
1—¢2

3 Récurrence linéaire

3.1 Récurrence linéaire d’ordre 1

Définition 3.1

Si (an) et (by) sont deux suites & valeurs dans K, ’équation
Vn € Na Up41 + AUy = by

dont 'inconnue est la suite (uy,) est appelée récurrence linéaire d’ordre 1.

Proposition 3.2

Soit a € K. Alors, les solutions de la récurrence linéaire
VneN, u,41=au,

sont les suites (u,) définies par
vneN, wu,:="

ou \ € K.

~
| \

Proposition 3.3
Soit (ay,) et (b,) deux suites a valeurs dans K. Si (v,,) est une solution « particuliére » de la récurrence linéaire
VneN, Upt1+ an, = by

alors, les solutions de cette récurrence linéaire sont les suites (v, +uy) ot (uy,) parcourt I’ensemble des solutions
de la récurrence linéaire homogéne associée

VneN, 41+ au, =0.

\.

Exercices 15
™ Soit a € R. Calculer le n-iéme terme de la suite (u,) définie par

3
up:=a et meN, u,41 = §un+5.

= On considére la récurrence linéaire

(E) VneN, upt1—2u, = n?.
1. Déterminer une solution polynomiale de (E).
2. En déduire toutes les solutions.

Remarques

= Méthode de la similitude : Si 'on cherche les suites vérifiant la récurrence linéaire u,1 = au, + b, on introduit la
fonction f : K — K définie par f(z) = az +b.
— Si a =1, une récurrence immédiate nous montre que

VneN, wu,=uy+ nb.



— Sinon, f admet un unique point fixe w € K et, pour tout z € K, f(z) = a(z — w) + w. On a donc
VneN, upt1—w=alu, —w)
et une récurrence immédiate donne

VneN, u,=a"(u —w)+w.

= Meéthode de la sommation télescopique : Si l'on cherche les suites vérifiant la récurrence linéaire u, 1 = au, + b,

ol a € K*, on commence par remarquer que

Ukl Uk by

Vk eN ==
Y

puis on somme cette relation pour k allant de 0 & n — 1. On obtient une somme télescopique, puis

n—1

Unp, . bk
Vn € N, a7 — Ug = Z W
k=0
et donc
n—1
vneN, wu,=upa"+ Z bpa™ k1),
k=0

3.2 Reécurrence linéaire d’ordre 2

Soit a,b € C. On souhaite trouver les suites (u,) vérifiant
(E) YneN, upio=aupsr + bu,.

On résout sur C I’équation caractéristique 22 = az + b.
— Si cette équation admet deux racines distinctes 1 et ro € C, alors les solutions de (E) sont les suites
(up,) définies par
YneN, w, = AT+ pry

ou A\, u e C.
— Si cette équation admet une racine double r € C*, alors les solutions de (E) sont les suites (u,,) définies
par
VneN, u,=MN+un)r"
ou A\, pu e C.

Exercices 16

= Calculer le n-iéme terme de la suite de Fibonacci définie par
Fy =1, Fi=1 et VneN, Fn+2 = Fn+1 + F,.

= Soit a,b € RY. Calculer le n-iéme terme de la suite (u,) définie par

1
up=a, up:=>b et meN, u,i2:=— .
Uy 1 Un

Remarques

= La suite de Fibonacci est ainsi nommée en hommage & Leonardo Pisano (Leonard de Pise, 1170-1240) appelé

aussi Leonardo Fibonacci, qui avait publié cette suite en 1202. Il avait lu le travail de Al-Khwarizmi (780-850), un
mathématicien Persan. Le livre de Fibonacci contient le probléme suivant. Combien de couples de lapins peuvent
naitre d’un couple de lapin en un an ? Pour résoudre ce probléme, on sait que :

— Jusqu’au premier mois inclus, il n’y a qu'un couple de lapins.

— Chaque couple de lapin donne naissance & un couple tous les mois.

— Chaque jeune couple devient fertile & ’age d’un mois.

Avant le travail de Fibonacci, la suite (F,) a déja été étudiée par les Indiens qui se demandaient combien de rythmes
de n temps il était possible de faire avec des noires et des blanches.

Tout comme pour les récurrences linéaires d’ordre 1, afin de résoudre une récurrence linéaire de la forme
vn €N, Up+2 = QUnpt1 + buy, + cp,

il suffit d’en trouver une solution particuliére (v,) et d’y ajouter les solutions de la récurrence linéaire homogéne
associée Upyo = aUpy1 + buy,.



Soit a,b € R. On souhaite trouver les suites (uy,) vérifiant
(E) VneN, upia=aunir+ buy.

On résout sur C 1'équation caractéristique z? = az + b.
— Si cette équation admet deux racines réelles distinctes 71 et 73, alors les solutions de () sont les suites
(uy,) définies par
VYneN, wu, =]+ pury

ou A\, u € R.
— Si cette équation admet une racine double r € R*, alors les solutions de (E) sont les suites (u,,) définies
par
VneN, u,=M\+un)r"
ou A\, u €R.

— Si cette équation admet deux racines complexes conjuguées re' et re~*_ alors les solutions de (E) sont

les suites (u,,) définies par
Vn €N, wu, = [Acos(wn)+ psin (wn)]r"
ou A\, pue€R.

Remarque

= Dans le cas ou 'équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées, les solutions de (E) peuvent

g’écrire sous la forme
n

Yn €N, wu,:= Asin(wn — @)r

ou A, ¢ € R. Lors de la recherche effective de tels coefficients, quitte & changer ¢ en ¢ + 7, on impose souvent
AeR;.

Exercices 17

= Soit (uy) la suite définie par
up =1, wp =0, et Yn €N, uUpto = 2upy1 — du,.

Déterminer les n € N pour lesquels u,, = 0.

= Soit a € R. Calculer le n-iéme terme de la suite (u,,) définie par
ug,up ER et Vn €N, upio:=2cos(a)upt1 — Un.
4 Systéme linéaire

4.1 Systéme linéaire & ¢ équations et p inconnues

Définition 4.1

On appelle systéme linéaire a q équations et p inconnues tout systéme d’équations du type

1,121 + a12%2 + - + 01 Tp = Y1

0g,1%1 + Ag2T2 + -+ + g pTp = Yq

Ol G1,1,---,08qp Y1,---,Yqg € Ket x1,...,2, € K sont les inconnues. On dit que le systéme est compatible
lorsqu’il admet au moins une solution. On dit qu’il est incompatible sinon.
Remarques

= Pour des raisons de lisibilité, on veillera a toujours placer les inconnues les unes en dessous des autres.
™ L’ensemble des solutions est ’ensemble S des (z1,...,z,) € K solution du systéme.

Exercice 18
= Reésoudre le systéme suivant par substitution, puis en utilisant la méthode du pivot de Gauss.

r—2y= —4
3r +y=09.



Les opérations suivantes, appelées opérations élémentaires, transforment un systéme linéaire en un systéme
linéaire équivalent.

— Changer 'ordre des équations.

— Changer 'ordre des inconnues.

— Multiplier une équation par p € K*.

— Ajouter A fois (avec A € K) une équation a 'une des équations suivantes.

Remarque

= En pratique, afin d’expliciter les opérations que ’on vient d’effectuer, on utilisera les notations suivantes.
— L; < L; signifie qu’on a échangé les lignes i et j.
— L; < pL; signifie qu’on a multiplié la ligne L; par le coefficient p non nul.
— L; < L; + AL; signifie qu’on a ajouté X fois la ligne L; a la ligne L;.

Exercice 19

=

Les opérations élémentaires suivantes conservent-elles I’équivalence ?
— Ly < L.

— Ly« Ly + Lo+ Ls.

— L+ 2011 + Ls.

*Ll(—OJLl—FﬂLQOI\lOé,ﬁEK.
—L1<—L1+L2etL2<—L1—L2.

L’algorithme du pivot de Gauss permet de transformer, quitte & échanger les variables, un systéme linéaire & ¢
équations et p inconnues en un systéme linéaire équivalent de la forme

a1171 + a1 2w + - +a1pTp = Y1
az 22 + voc + a2 pxp = Yo
Ar Ty + -+ QppTp = Yy
0= Yr+1
0=y,
ol a1 1,...,ar, sont tous non nuls. On dit d’un tel systéme qu’il est échelonné a pivots diagonauz.
— Le systéme est compatible si et seulement si (Yy41,...,yq) = (0,...,0).

— Le systéme admet une unique solution si et seulement si il est compatible et r = p.

Exercices 20

= Reésoudre les systémes

or +y=1 204+ 3y =1
11z + 2y =3, o + 2y = 1.

= Soit a € R. Résoudre le systéme

20 +y+2z2=2

{x +y —z=1
3r+2y +z=aqa.

Remarques

= Voici une présentation détaillée de ’algorithme du Pivot de Gauss.
— On transforme le systéeme en un systéme échelonné.

On commence par déterminer un coeflicient a; ; non nul que 'on appelle pivot. Trés souvent a1,; conviendra,
mais il est encore plus pratique pour la suite des calculs si ce coefficient est +1. En effectuant un échange de
lignes et d’inconnues, on « remonte » ensuite ce coefficient en haut & gauche du systéme. On se retrouve donc
dans le cas ot a1 1 # 0. On utilise alors a;,; comme pivot pour éliminer I'inconnue 1 des ¢ — 1 derniéres lignes
du systéme :

/ / / /

a1,1%1 + a1,2%2 +--- 4+ a1 pTp = Y1 a171£E1 —+ a172w2 + -+ aLpCﬂp =1
/ / /

az,1%1 + az,2x2 R az pTp = Y2 a2’2x2 R al’pxp =Y

e = / / — )
Ag1T1 + Qg2T2 + -+ + Gg,pTp = Yq AgoT2 + Qg Tp =Yg



Pour cela, il suffit d’effectuer les opérations suivantes :

a1
a1,1

s

a3 1 Qq,1

Lo+ Ly — 'Ll, L3+ L3 — -Ll, Lq%Lq—

a1 a1,1

L.

On recommence ensuite le méme procédé sur les ¢ — 1 derniéres équations du systéme, en ne touchant plus a
la premiére ligne. On cherche d’abord un coefficient a;, ; non nul pour lequel ¢ > 2 et j > 2. Si un tel coeflicient
existe, un échange de lignes et d’inconnues permet de se ramener au cas oil a’2’2 = 0 et de continuer 'algorithme.
On réitére le procédé jusqu’a ce qu’on ne soit plus capable de trouver de pivot. Le systéme est alors échelonné.
Au cours du calcul, s’il apparait ’équation 0 = 0, on 1’élimine du systéme. Si au contraire il apparait ’équation
0 = b avec b # 0, le systéme n’admet aucune solution et la résolution est terminée.
— On introduit les paramétres ty.
Dans le cas ou le systéme admet au moins une solution, on aboutit & un systéme de la forme

1" 1 " N
aj 121 + aj o2 + s + ay ,Tp = Y1
4 1 [
a3 9T2 + s + a3 pTp = Yo
" " /)
ar,rzr + + ar,pxp =Y
ou les af ,a% 5, ...,al . sont tous non nuls. Afin de paramétrer 'ensemble des solutions, on remarque que ce

dernier systéme est équivalent au systéme triangulaire

1 1" 11 11

a1171 + 4y 92 + e +ay,Tp = Y1

1 /! 1/

a39T2 + e + a3 ,Tp = Yo

" 1 11

Ftri1, ..t €K, Ay T+ +ay ,Tp = Yy

Tr41 - tr+1

Tp =1p.
En effet, si (z1,...,2,) est solution de ce dernier systéme, on obtient le systéme précédent en ne gardant que
les r premicres lignes. Réciproquement, si (z1,...,x,) est solution du systéme échelonné, on obtient ce dernier

systéme en posant t,41 = Tpy1,...,Tp = Tp.

— On résout le systéme triangulaire.
Ce dernier systéme se résout simplement en remontant les calculs de la derniére ligne & la premiére, par
substitution. On obtient ainsi le systéme équivalent

21 =c1 +dirprtrpr + 0 Fdipty

Ty = Cp + d7'7T+1tT+1 +o dr’ptp

Eltr—l—lv s ’tp € K’ Tpip1 = trt1

Tp = tp

qui est un paramétrage de ’ensemble des solutions.

Remarquons que lorsque les calculs sont complexes, au lieu de résoudre directement le systéme triangulaire par
substitution, on peut aussi effectuer un pivot de Gauss « & 'envers » en commengant par éliminer les x, des
p — 1 premiéres équations avec la derniére ligne, puis en éliminant les z,_; des p — 2 premiéres équations avec
I’avant-derniére ligne, etc.

= Lorsqu’on applique ’algorithme du pivot de Gauss, on est libre de choisir le pivot que l'on souhaite. La seule
contrainte est qu’il soit non nul. L’expérience montre cependant que certains choix sont plus judicieux que d’autres,
car ils conduisent a des calculs plus simples.
Par exemple, un pivot égal a 1 est idéal car les opérations sur les lignes sont réduites a L; < L; — a;1L;1. On
évite ainsi les divisions, ce qui offre de nombreux avantages. Par exemple, lorsque les coefficients du systéme sont
entiers, ils le restent aprés réduction du systéme. Dans le méme ordre d’idées, avant de choisir le pivot, lorsque les
coefficients d’'une méme ligne sont des multiples d’un entier a € Z*, il est bon de simplifier cette ligne par a.
Enfin, lorsque les coefficients du systéme dépendent d’un parameétre «;, il est toujours préférable d’utiliser un pivot
ne dépendant pas de a. Cette stratégie permet d’éviter de discuter les cas ot ce terme peut s’annuler, et limite la
propagation de ce parameétre & tous les autres coeflicients du systéme.



Exercice 21

= Discuter et résoudre les systémes suivants, selon la valeur de oo € R :

1+

-3 b =0
e bt 20c ~0 a +b dc +d=3
9 tet3ad=0 a+ab +c—ad=a+2
e +3d=0 aa —b—ac—ad= —1.
Remarques
= 1l est parfois pratique dans les calculs d’omettre le nom des variables. On utilise alors ce qu’on appelle une matrice
augmentée.
r+2y=1 — 1 2|1
x+3y=4 314
— 1 21
LQ(—LQ 0 1 3
0
1

:—5

!

. (
Li+L1—2Lo (0

Cette technique a l’avantage d’écrire le minimum nécessaire et de vous obliger a aligner les coefficients les uns
au-dessus des autres. Son seul inconvénient est de rendre impossible le changement d’ordre des inconnues.

= L’échange des inconnues étant impossible avec la méthode de la matrice augmentée, il arrive que cette méthode
nous empéche de réduire le systéme a un systéme échelonné a pivots diagonaux. On se contente donc d’un systéme
échelonné, c’est-a-dire un systéme ot chaque ligne commence par un nombre de zéros strictement supérieur a celui
de la ligne précédente, comme dans I’exemple suivant

a1 * * * *
0 0 a2 .3 * *
0 0 0 as 4 *

oll aj 1,623 et as 4 sont des coeflicients non nuls qu’on appelle encore pivots. On réintroduit ensuite les inconnues,
avant de les réordonner pour obtenir un systéme échelonné a pivots diagonaux et finir la résolution du systéme.

Définition 4.4

On considére un systéme linéaire & ¢ équations et p inconnues.

a1,1T1 +a12%2 + - +a1,Tp =1
(E) :
(q171 + Ag2T2 + -+ + AgpTp = Yq

— On dit qu’il est homogéne lorsque (y1,-..,¥yq) = (0,...,0).
— On appelle systéme linéaire homogéne associé a (F ) le systéme obtenu en remplacant les y; par 0.

Remarque

= Le p-uplet (z1,...,2p) = (0,...,0) est toujours solution d’un systéme homogéne. On dit que c’est la solution
triviale. 1l est possible que ce soit la seule solution ou qu’il y en ait d’autres.

4.2 Interprétation géométrique lorsque p =2 ou p =3

Dans cette partie, nous allons donner une interprétation géométrique des résultats precedents aux cas p = 2 et
p = 3. Commengons par le cas p = 2. On munit le plan d’un repére orthonormé R = (O, et , 62) On rappelle qu'un
point M du plan est déterminé de maniére unique par ses coordonnées (z,y) € R? définies par

—
OMzzce_f—l-ye_g.

— Soit (a,b,c) € R3 tel que (a,b) # (0,0). Alors 'ensemble d’équation ax + by = c est une droite D de
vecteur normal u” de coordonnées (a,b).

— Réciproquement, soit D une droite de vecteur normal % de coordonnées (a,b). Alors, il existe ¢ € R tel
que ax + by = c¢ est une équation de D.



Résoudre un systéme linéaire a g équations et 2 inconnues x et y dont chaque ligne contient un coefficient non nul
revient donc & déterminer 'intersection de g droites du plan. Le cas ol ¢ = 2 est important.

— Si les droites D; et D5 ne sont pas paralléles, alors elles se coupent en un unique point. Le systéme admet donc
une unique solution.

— Si les droites D; et D, sont paralléles, deux cas se présentent.
— Si elles ne sont pas confondues, elles ne se coupent pas. Le systéme n’admet donc aucune solution.
— Si elles sont confondues, le systéme admet une infinité de solutions. Ce sont les coordonnées des points de

cette droite.
Pour obtenir une interprétation géométrique du cas p = 3, on munit l’espace d’un repére orthonormé

R=(0,¢l, e, &).
On rappelle qu’on point M de I’espace est déterminé de maniére unique par ses coordonnées (x,y, z) € R?® définies par

—
OMZ$E>+y5>+ze§>.

— Soit (a,b,c,d) € R?* tel que (a,b,c) # (0,0,0). Alors 'ensemble d’équation ax + by + cz = d est un plan
P de vecteur normal % de coordonnées (a, b, c).

— Réciproquement, soit P un plan de vecteur normal W de coordonnées (a,b,c). Alors, il existe d € R tel
que ax + by + cz = d est une équation de P.

Résoudre un systéme linéaire & ¢ équations et 3 inconnues x, y et z dont chaque ligne contient un coefficient non
nul revient donc & déterminer l'intersection de ¢ plans dans l'espace. Le cas ot ¢ = 3 est important.

— Le plus souvent, les 3 plans s’intersectent en un unique point.

— Sinon, l'intersection des 3 plans est soit un plan, soit une droite, soit vide.



