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Chapitre 5

Fonctions usuelles

« En mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s’y habitue. »

— JouN VoN NEUMANN (1903-1957)

« Le logarithme de John Napier, en réduisant leur travail, a
doublé la vie des astronomes. »

— PIERRE-SIMON LAPLACE (1749-1827)
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8 CHAPITRE 5. FONCTIONS USUELLES

5.1 Logarithme, exponentielle, puissance

5.1.1 Logarithme népérien

Définition 5.1.1

On appelle logarithme népérien et on note In 'unique primitive sur R de la fonction z — 1/x qui s’annule
en 1.
In: RY — R
T dt
T —
1t
Remarque

= Le nom In est a la fois Pacronyme de logarithme naturel et de logarithme népérien (en hommage a John Napier,
mathématicien Ecossais, 1550-1617).

Proposition 5.1.2

— In est continue sur R? .
— In est dérivable sur R et

1
Ve eRY, In'z=-=-.
x

Remarque

= La fonction
f: R" — R
x +— In|z

est dérivable sur R* et, pour tout z € R*, f/(z) = 1/x. Autrement dit, sur R*

/d—$:1n|a:|.
x

Proposition 5.1.3

Inl1=0,
Va,y € RY, In(zy) =lnz+Iny,
Vz € RY, In(1/z) = —Inz,
Vz eRY, VnelZ, Inz" =nlnx.

| L

Proposition 5.1.4

1
VzeR;, VneN, In{z=- Iz

Proposition 5.1.5

| 3

In est strictement croissante sur R* . De plus

Ing — 400 et Ilnz —— —o0.
x—r—400 x—0

.

Exercice 1
= Résoudre l'inéquation In |z + 1| —In |22 + 1| < In2.
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©

Proposition 5.1.6

In réalise une bijection de R* dans R.

7
| .

Définition 5.1.7

Il existe un unique réel, noté e et appelé nombre de Néper, tel que Ine = 1.

Proposition 5.1.8

Ve e]-1,400[, In(l+z)<z.

\.

I Exercice 2

= Montrer que pour tout n € N*, n+r1 <hn(14+1)<i

Proposition 5.1.9

5.1.2 Exponentielle

Définition 5.1.10

Pour tout y € R, il existe un unique x € R% tel que Inxz = y; on le note expy. On définit ainsi la fonction

exp: R — R}
Yy +—— exXpy.

Remarques
= Autrement dit, exp est la bijection réciproque de In.

= Par définition
VreR, expz > 0.
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Proposition 5.1.11

Vr € R, In(expz) =z,
Vo e RY, exp (Inz) = .

Proposition 5.1.12

exp réalise une bijection de R dans R

Proposition 5.1.13

exp0 =1, expl =e,

Vz,y € R, exp (z + y) = exp(z) exp(y),
1

expx’

Ve eR, VneZ,  exp(nz)=(expx)”.

Vo € R, exp (—z) =

Proposition 5.1.14

exp est strictement croissante sur R. De plus

expr —— 0 et expr — +00.
T——00 T—+00

Proposition 5.1.15

— exp est continue sur R.
— exp est dérivable sur R et
VreR, exp z=expx.

Proposition 5.1.16

VreR, expr>1+ax.

Exercices 3

= Montrer que
1

_x.

Ve <1, expz< 1
= Soit a,b € R tels que 0 < a < b. Montrer que

Vz e RY, 0<bexp(—az)— aexp(—bzr) <b—a.

Proposition 5.1.17
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)

5.1.3 Logarithme et exponentielle en base a

Définition 5.1.18

Soit @ € R% \ {1}. On appelle logarithme en base a et on note log, la fonction

log,: RT — R
Inx

T —
Ina

Remarque

= Le logarithme népérien est le logarithme en base e. Si a = 10, on obtient le logarithme décimal qui est utilisé en
physique (pour définir les décibels) et en chimie (pour définir le pH).

Exercice 4

= Résoudre le systéme

2log, y + 2log, x = =5
Ty =e.

Soit @ € R% \ {1}. Alors

v,y Ry, log, (zy) = log, = +log, v,
Vo e RY, log, (1/2) = —log, x,
Ve e R, Vne€Z, log, 2" = nlog, x.

Définition 5.1.20

Soit a € RY \ {1}. Alors, pour tout y € R, il existe un unique z € R* tel que log, = y; on le note exp, y et
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on a
exp,y =exp (ylna).
On définit ainsi la fonction
exp,: R — RY
y +— exp(ylna.)

Remarque

= Lorsque a = e, on retrouve la fonction exponentielle.

5.1.4 Fonction puissance

Définition 5.1.21

Pour z € R et y € R, on définit z¥ par
¥ =exp (ylnx).

Remarques
= En particulier, pour tout x € R, expx = e”. Plus généralement, si a € RY \ {1}

x

Ve € R, exp,(z) =a".
On utilisera désormais cette notation pour désigner I’exponentielle ainsi que I'exponentielle en base a.
= Afin de dériver une fonction de la forme f(z) := u(z)"®), il est recommandé de la mettre sous la forme
f(.’L') _ ev(ac) ln(u(ac))'
Exercices 5

= Résoudre équation 2vV* = /z ”.

= Calculer - (27).

Définition 5.1.22

Soit a € R. On appelle fonction puissance, la fonction définie sur R*.

pa: R — R
Tz — z%

Proposition 5.1.23

| r

vz eRY, 2°=1, VaeR, 1°=1,
Vr e Ry, Va,beR, zot0 = g%gb,
VxeRY, VacR, x4 =1/2%
Vz,y € R}, VaeR, (zy)
Vr e R}, Va,beR, (m“)b =z,
Ve eRY, VacR, In(z*) =alnz.

’
| \

Proposition 5.1.24

Soit a € R. La fonction ¢, : 2 + 2% définie sur R est
— continue sur R .
— dérivable sur R* et

a—1

Ve e Ry, ¢, (z) =az
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Soit a € R. Alors

a

r —
T—r+00

Remarque

+o00 sia>0 0 sia>0

1 sia=0 et z*—— <1 sia=0
x—0

0 sia<0 +o00 sia<0.

= Sia > 0, on définit 0% en posant 0% := 0. La fonction

est continue sur R et dérivable sur

— R, lorsque a > 1 avec

— R lorsque a < 1 avec

Ve e Ry, ¢l (z)=ax""".

a—1

Ve e RY, o, (z) =ax

5.1.5 Calcul de limite

Soit o, 8 > 0 et n € N*. Alors

T

el

VneN*, Vr>0, Vz=azn.

(0%

—— +o0,

—— —— 400,
r——+00 (ln .I‘)ﬂ r——+00

2% (Inz)" —— 0.
z—0

13
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Remarques

= Mnémotechniquement, on dit qu'en 0 et en +oo, 'exponentielle 'emporte sur la puissance qui 'emporte sur le
logarithme.

= La technique essentielle dans le calcul des limites est la factorisation par le terme principal : lorsqu’on fait face a
une somme de termes qui tendent vers £oo, il est nécessaire de factoriser par le terme qui tend « le plus vite vers
Pinfini ».

— Pour calculer la limite en +00 des polynomes, il convient de factoriser par le monéme de plus haut degré. Par
exemple
1 1
223 — 22 +1 =23 (2—+3) —— +o00.
x xT T—>400
— Pour calculer la limite en oo des fractions rationnelles, il convient de factoriser au numérateur et au dénomi-
nateur par le monéme de plus haut degré. Par exemple
x2+2x—3_1+%7% 1

x —
202 -1 2—L et 2

— Pour calculer la limite en +o0o des fractions rationnelles en x et en e, il convient d’utiliser les croissances
comparées en se rappelant que ’exponentielle ’emporte sur les puissances en —oo et en +00. Par exemple

5 2z T x
x e — 2ze 1-2% 1
e —rd=e"(1-"= ) —— 400, = < =.
et T—+00 3 + 3e2x 3+ Lz r—=+oo 3
e x

— Pour calculer la limite en +00 ou en 0 des fractions rationnelles en Inz,z et €%, il convient d’utiliser les
croissances comparées en se rappelant que ’exponentielle I’emporte sur les puissances qui 'emportent sur le
logarithme que ce soit en +o00 ou en 0.

= Une autre technique importante est la technique du changement de variable. Elle se base sur le théoréme de
composition des limites. Le principe en est le suivant. Etant donné une fonction f définie au voisinage de a, on
cherche deux fonctions g et @ telles que sur ce voisinage

fz) = g(u(z)).
Si on connait la limite [ de @(z) lorsque x tend vers a et la limite I’ de g(u) lorsque u tend vers [, alors le théoréme
de composition des limites permet de conclure que f(x) tend vers I’ lorsque x tend vers a.
Exercices 6

= Calculer la limite de
eTlny — xlOOO + eQz

en +o0o.
e flnx+x
= Calculer les limites suivantes
xT
(Inz)? 1 e° ©
en +o00, —.e 22 en, —  en +o0, lnz|® en0.
e* x 22

5.2 Fonctions trigonométriques directes et réciproques

5.2.1 Fonctions trigonométriques directes

sin x

9B x—0

Les fonctions sin, cos et tan sont dérivables une infinité de fois sur leur ensemble de définition et
Fl®) i = T

VneN, VzeR, sin\™ x = sin x+n2 ,
(n) o — f

VneN, VzreR, cos\"™ & = cos :c+n2 ,

1

VSCER\(E+7TZ>, tan’z = 1 + tan’z = ——.
2 cos? x



5.2. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES DIRECTES ET RECIPROQUES

On a
Vo >0, sinz < x,

Vr € R, [sinz| < |z|.

Exercices 7

= Montrer que

us . 2
Vx € |0, = sinz > —u.
) )
2 s
= Calculer la dérivée n-iéme de la fonction d’expression sin® .
Y y=x
14k
| e
| y =sinx
_r |
2
! ! ! ! ! | ! ™ !
T T | T T T T T
—r s
I 2
|
|
Y
1
- _z s
| | | 2 | | 2 | | T |
T T T T T T T T
| |
| |
| |
Yy = Ccosx
Y
Yy =tanx
™
- 2

N
N
voly

15
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5.2.2 Fonction Arcsin

Définition 5.2.4

Pour tout y € [—1, 1], il existe un unique x € [—7/2,7/2] tel que sinz = y; on le note Arcsiny. On définit ainsi
la fonction
Arcsin: [-1,1] — [-7/2,7/2]
y +— Arcsiny.

Remarque

= Autrement dit, sin réalise une bijection de [—m/2,7/2] dans [—1,1] et Arcsin est sa bijection réciproque.

Proposition 5.2.5

Vo e [-1,1], sin (Arcsinz) = z,

VY € [—W W],

25 Arcsin (sinz) = z.

Exercice 8
= Calculer ;
Arcsin(1), Arcsin (sin %) , Arcsin (sin %) ,  Arcsin (cos %) .

Proposition 5.2.6

Arcsin réalise une bijection de [—1, 1] dans [—7/2,7/2].

Proposition 5.2.7

— Arcsin est strictement croissante sur [—1,1].
— Arcsin est impaire.

Exercice 9
= On pose
1+
4

%

x = Arcsin

Calculer cos(4x) puis en déduire x.

Proposition 5.2.8

— Arcsin est continue sur [—1,1].
— Arcsin est dérivable sur |—1,1] et

1
VI—z2

Vz €]-1,1[, Arcsin’'z =

Exercice 10

= Montrer que
z
Vo €[0,1], < Arcsinz < .
1— 22
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5.2.3 Fonction Arccos

Définition 5.2.9

Pour tout y € [—1,1], il existe un unique x € [0, 7] tel que cosz = y; on le note Arccosy. On définit ainsi la
fonction
Arccos: [-1,1] — [0,7]
y — Arccosy.

Remarque

= Autrement dit, cos réalise une bijection de [0, 7] dans [—1,1] et Arccos est sa bijection réciproque.

Proposition 5.2.10

Ve e [-1,1], cos (Arccosz) = z,

Vo € [0,7], Arccos (cosz) = z.

Exercices 11
= Calculer

1 4
Arccos <—§> et Arccos (cos ?ﬂ) .

= Simplifier Arccos (cosz) — § Arccos (cos(2x)) pour tout z € [0, 2n].

= Calculer cos (3 Arccos ).

Proposition 5.2.11

Arccos réalise une bijection de [—1, 1] dans [0, 7.

Proposition 5.2.12

Arccos est strictement décroissante sur [—1,1].

.
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Proposition 5.2.13

— Arccos est continue sur [—1,1].
— Arccos est dérivable sur |—1, 1] et
-1

Vz €]-1,1[, Arccos’'z =

y = Arccosz

—_—]

5.2.4 Fonction Arctan

Définition 5.2.14

Pour tout y € R, il existe un unique x € |—m/2, 7/2[ tel que tanz = y; on le note Arctany. On définit ainsi la

fonction
Arctan: R — |—-7/2,7/2|
y +— Arctany.

Remarque

= Autrement dit, tan réalise une bijection de |—m/2, 7/2[ dans R et Arctan est sa bijection réciproque.

Proposition 5.2.15

Vr € R, tan (Arctanx) = x,

‘v’ﬂce]—7r W[,

25 Arctan (tanx) = x.

Exercices 12

= Calculer Arctan (tan 1755?“)

= Le langage de programmation Shadok dispose de la fonction Arctan mais pas de la fonction Arcsin. Exprimez
cette derniére & partir de la fonction Arctan.

Proposition 5.2.16

Arctan réalise une bijection de R dans |—m/2,7/2].
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— Arctan est strictement croissante sur R,

™
Arctanz ——— — et Arctanzx —>

T——00 z—doo 2

— Arctan est impaire.

Exercice 13

s

= Résoudre I'équation Arctan(2z) + Arctan(3z) = 7.

Remarque

= On a

1 1
Arctan 3 + Arctan 3 = g

Cette formule est utile pour calculer des approximations de 7. En effet, nous développerons des techniques pour
calculer des valeurs approchées de Arctan z, qui seront d’autant plus efficaces que x est proche de 0.

— Arctan est continue sur R.

— Arctan est dérivable sur R et .

Vr € R, Arctan’'z=-——.
14 22

Exercice 14
= Montrer que pour tout x > 0, Arctanzx < x.
Remarque

= Le calcul de primitive de la forme
/ axr+b
5 dx
2+ ax+f
ol a,b, o, B € R et 22 + ax + B n’a pas de racine réelle se fait de la maniére suivante.
/ axr +b dr - / 2z + « du +<b7%>/ dzx
2+ ax+f 2+ ax+ 2 2+ ax+ B

2b — ax dz
2
In (2% + oz + §) + 2 /m2+ax+5

N NS

11 suffit ensuite de mettre le trindme (qui rappelons-le n’a pas de racine réelle) sous forme canonique

<2x+a)2
+1
2y

2 48— a?
x2+aa:+,3:<x+g> +%

2
=v2>0

puis de poser u = (2z + «)/(27).

/ dx 1 / dz
RS- Y N2
22+ az+f v 1+(2$+a)

1/ du 1
= — | —— = — Arctanu
v ] 1+u2 vy
1 2
= — Arctan x—l—a.
Y

En conclusion

ar +b a 2b — ax 2r + «
——dx In Arct .
/a:2—|—o<x+ﬁ T2 (2" +az+6) + 2 retat 2y

Exercice 15

= Montrer qu’il existe a,b,c € R tels que

1 a bx + ¢
Ve eRA{L}, x3—1:x—1+x2+x—|—1'
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I Utiliser ce résultat pour calculer

y = Arctanz

NIE

5.2.5 Formules de trigonométrie réciproque

Vo € [-1,1], Arcsinx + Arccosz = g,

1 & iz >0
Vr € R*, Arctanx + Arctan — = ¢ 2 S% *
43 -5 siz <.
Exercice 16

= Montrer que
T

1422

x
1+ 22

T
Vo >0, < Arctanz < 5~

5.3 Fonctions trigonométriques hyperboliques

Définition 5.3.1

On définit les fonctions sh et ch sur R par

Vx €R, chz:= %

Exercice 17
= Reésoudre 1’équation 7chz + 2shx = 9.
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Proposition 5.3.2

Vz € R, chz +shx =e”,
Vr € R, ch?z —sh?z = 1.

Proposition 5.3.3

ch est sh sont dérivables sur R et

VzeR, ch'z=shz et sh’'z=cha.

Proposition 5.3.4

— ch est paire et sh est impaire.
— On a

chy — 400 et chax —— 400,
T—+00 T—>—00

shy —— +oo et shy —— —o0.
T—+00 T—r—00

Exercice 18

= Soit f € F(R,R). Montrer qu'il existe un unique couple (a,b) € F(R,R)? de fonctions, respectivement paire et
impaire, telles que
Ve eR, f(z)=a(zr)+b(z).

On dit que a est la partie paire de f et que b est sa partie impaire. En particulier, ch est la partie paire de
I'exponentielle et sh est sa partie impaire.

Proposition 5.3.5

— ch est strictement décroissante sur R_ et strictement croissante sur R.
— Vx €R, chx>1.

— sh est strictement croissante sur R.

— Ve eR, [shx=0 <<= z=0] et [shz>0 < x>0

Proposition 5.3.6

— sh réalise une bijection de R dans R.
— ch reéalise une bijection de R, sur [1,+oo].
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Y
y=chzx
/4
/4
. /4
/4
7/,
/,
Ve
1 ///
y=e"/2 __ A -7
poo oo T : -z
1
y=shuzx

Remarque

= Le graphe de la fonction ch est obtenu en laissant pendre une chaine entre deux points. C’est pourquoi, le graphe
de cette fonction est aussi appelé « chainette ».

Exercice 19

= On appelle Argsh la bijection réciproque de sh. Donner une expression de Argsh z & 1’aide des fonctions usuelles.

Définition 5.3.7

On définit la fonction th sur R
th: R — R
sh x

r +— —.
chx

Proposition 5.3.8

th est dérivable sur R et

VzeR, th'z=1-th’z= 12
ch”x

En particulier th est strictement croissante sur R.

Proposition 5.3.9

— th est impaire.
— On a
thr — 1 et thz — —1.

r—r+00 T——00

7
| .

Proposition 5.3.10

th réalise une bijection de R dans |—1,1].
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—_

Remarque

= Les substitutions

cosx — chzx

sinz — 1ishxz

et donc tanz — ithz transforment toute formule de trigonométrie circulaire en une formule de trigonométrie
hyperbolique.

Exercice 20

= Pour tout z € R et n € N, calculer
Sy = Zsh(kx).
k=0

On pourra multipler S,, par sh(z/2) et utiliser des formules de trigonométrie hyperbolique.
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5.4 Qcm

5.4.1 Logarithme, exponentielle, puissance
Logarithme népérien
1. Quel est le domaine de définition de f: x + In(1 —+/z)?
Oa. [0,+00] O b. |—o0,1] Oc. [0,1] 0O d. ]0,1]

2. Le domaine de définition de la fonction = — In (In |z|) est

Oa. R* O b. 10, +o0] Oc. ]1,+00] Od. ]—o0,—1[U]1, +o0]
Exponentielle
1. Quelle fonction vérifie f(z 4+ y) = f(z)f(y) pour tous x et y dans son domaine de définition ?
1 . 1
Oa. f(z) =1In(2z) Ob. f(z) = 51 x Oc. f(z) =e* O d. f(a?):§e’”

Logarithme et exponentielle en base a
1. Soit a dans ]0, 1[. L’équation a® = b admet
[J a. 0 ou 1 solution, selon b [0 b. 1 solution pour tout b
[J c. 1 ou 2 solutions, selon b 0 d. 0, 1 ou 2 solutions, selon b
Fonction puissance
1. Si a et bsont des réels strictement positifs, a™? est égal a
0 a. e(eb) Ob. pne Oc. In (ab) Od. (Ina)’
2. Soit a, b, ¢ trois réels > 0. Alors a(*”)

O a. vaut o’ O b. vaut ¢ O c. vaut (") [0 d. ne se simplifie pas

3. Si z est un nombre réel, v/z2 est égal a

3 3 2 2
Oa. z2 Ob. |z|2 Oc.z3 od. |z|®
4. Pour x > 1, I'expression z(n#)/ 0@ g6 simplifie en
Oa. Inx Ob. In(lnx) Oc. 2@ Od.z
5. Si a est strictement positif, f : x — M tend, lorsque = tend vers +oo, vers
Oa.a Ob. +c Oc. 22! Od. Ina
6. La fonction puissance x — x® est croissante sur |0, 00| si et seulement si
Ha.a>=0 Ob.a>0 Oc.a>1 Od.a>1
Calcul de limite
nz tend vers 0 lorsque x tend vers 400 pour
HOa.a>0 Ob.a>0 Oc.a>1 1 d. tout réel a
5.4.2 Fonctions trigonométriques directes et réciproques
Fonctions trigonométriques directes
1. En 0, la fonction x — ZZ— tend vers
1
Oa.0 Ob. 1 O c. Od. +o
cosx

2. Pour tout = dans l'intervalle |0, 7/2], on a

Oa. sine < tanx < x Ob. sinex < x < tanzx Oc.z<sinx < tanz Od. tanz < sinzx < x
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Fonction Arcsin

1. Lorsque z € [0,7/2], Arcsin (cos z) vaut

Oa. /1 — 22 Ob. z— - O c.

T T
T _ Od. 2
5 > T d2+33

Fonction Arccos
1. Quels sont les réels x pour lesquels Arccos (cosz) = x 7
O a. tous les réels O b. les réels de [—1, 1] O c. les réels de [0, 7] O d. les réels de [—7/2,7/2]
Fonction Arctan
1. Laquelle des fonctions suivantes n’est pas définie sur R 7

Oa. z+—sin(Arcsinz) O b. 2 +— Arcsin(sinz) Oc. 2 +— tan(Arctanz) O d. z — Arcsin (cos z)
2. Quelle droite est asymptote au graphe de la fonction Arctan
a.y==x Ob.y=—x Dc.y:g Od.y=tanx
Formules de trigonométrie réciproque
5.4.3 Fonctions trigonométriques hyperboliques

1. Pour tout réel z, v/ch?z — 1 se simplifie en

Oa. shz Ob. chz—1 Oc. |shz| Od. |chz —1]

2. Laquelle des fonctions suivantes n’est pas croissante sur son intervalle de définition ?

O a. Arcsin O b. Arccos O c. Arctan Od. sh

3. Laquelle des fonctions suivantes n’est pas croissante sur ]0, +oo[ ?
Oa.zm (V2)® Ob. z— -2 Oc. z+ In(shz) Dd.m»—)(tan%)

4. L’équation chx = a admet exactement deux solutions pour

O a. tout « € R Ob.a>0 Oc.a>1 Od.a>1
5. La limite de la fonction th en +o0o est

Oa. —1 Ob.0 Oe. 1 Od. +o0
6. La dérivée de la fonction th est

Oa. 1—th? Ob. 1+th’ Oec. th? Od. th* -1

7. Laquelle des fonctions suivantes ne tend pas vers 0 en +o0o0?

2
Da.wa Db.x»—>x— Dc.x»—)th Dd.xn—>ln—m
x shz e N3
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5.5 Exercices

5.5.1 Logarithme, exponentielle, puissance
Logarithme népérien
Exercice 1 : Equations, inéquations, inégalités

Montrer que pour tout = € |—1,1[\ {0}, on a

In(1+x) o _ln(l —|z|)
x lo|

Exercice 2 : Etudes de variations

1. Soit a,b € R tels que 0 < a < b. On définit la fonction f sur R% par

_ In(1+ax)
Etudier la monotonie de f.
2. (a) Montrer que
2
Vo = 0, x—% <KIn(l+2) <.

(b) En déduire la limite de la suite de terme général

n
k

1+— ).
LL(50)
k=1
Exponentielle
Logarithme et exponentielle en base a
Exercice 3 : Equations, inéquations, inégalités

1. Résoudre, avec a € RY \ {1}
log, x > log,s (3x — 2).

2. Résoudre

logy x+log, y = ?
xy = 256.

Fonction puissance
Calcul de limite
Exercice 4 : Calcul de limite en Fo0

Déterminer les limites, si elles existent, en +oo des fonctions d’expressions

202 +1 — 2 1
a.vVr+1—+/z, b. Va2 +x +1—+/x, c.\/$ + vttt ,

T
x\T 23713
dyferrfeevi-vE e &)L g etne
(@) x4
(%) (a®)
a . a .
gm oul<a<hb, h.m oua > 1.

Déterminer la limite, si elle existe, en —oo de

i. 2%e% In®(—x).
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Exercice 5 : Calcul de limite en 0
Déterminer les limites, si elles existent, en 0 des fonctions d’expressions

a Vit+zr—+v1—=x

T

, b. =%, c. |Inz|”,

Vitz—v1l—z
e. .

d. 213 3
2 (), .

5.5.2 Fonctions trigonométriques directes et réciproques
Fonctions trigonométriques directes
Exercice 6 : Calcul de limite en 0

Déterminer les limites, si elles existent, en 0 des fonctions d’expressions

a In(1+ sinyc)7 b. (sinz) = . sin

T V1—cosz

Fonction Arcsin
Exercice 7 : Identité

Soit f la fonction définie par

1+ si
f(z) = —g + Arcsin 4/ ¥

1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2. Exprimer f(x + 27) a laide de f(x). Quelle conséquence peut-on en déduire sur le graphe et I’étude de f?

3. (a) Calculer la dérivée de f a 1’aide des théorémes usuels.

(b) Montrer que f’ est constante par morceaux, puis simplifier f(z) sur [—g, 37]

4. Retrouver ce résultat directement, sans dériver.

5. Tracer le graphe de f.

Fonction Arccos
Exercice 8 : Etude de fonction

On considére la fonction f définie par

1 i 1
f(z) == Arccos W _ Arcsin W'

1. Déterminer le domaine de définition et de continuité de f.

2. Pour tout x € R, exprimer f (g — ac) en fonction de f(z). Sur quel intervalle I suffit-il de faire I'étude de f?
3. Etudier la dérivabilité de f sur I et calculer f’.
4

. Tracer le graphe de f sur [—m,7].

Fonction Arctan
Exercice 9 : Simplification

Simplifier les expressions suivantes

2 2
a. Arccos (cos ;—) , b. Arccos (cos (—;)) ,

c. Arccos (cos4r), d. Arctan (tan 32) ,

e. tan (Arcsinz), f. sin (Arccosz), g. cos (Arctanz).
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Exercice 10 : Etude de fonction

Etudier la fonction définie par

1
f(z) = 2% Arctan T3 22

Formules de trigonométrie réciproque
Exercice 11 : Identités

A-t-on égalité entre les expressions suivantes ? Si ce n’est pas le cas, trouver la relation entre les deux expressions.

1
a. Arcsinyz et % +5 Arcsin (22 — 1),

x
b. Arctan tY et Arctanz + Arctany,
1—2xy
™
c. Arcsinz + Arcsiny/1 — 22 et —,

2

d. 2 Arcsinz et Arcsin (2:1:\/ 1-— x2) .

Exercice 12 : Equations

Résoudre les équations suivantes

a. Arctanz = Arcsin T2

el b. Arctanz 4 Arctan (2z) = %,

c. Arcsin (2z) = Arcsinz + Arcsin (\/i’c) .

5.5.3 Fonctions trigonométriques hyperboliques
Exercice 13 : Simplification

Simplifier les expressions suivantes

a ch(Inz) + sh (lnx)

, b. sh?zcos? y + ch® zsin?y,
x

e In [1+thz
) 1—tha

Exercice 14 : Identité

Montrer que
Arctan (e”) — Arctan (th g)

est une constante & déterminer.

Exercice 15 : Calcul de somme

Soit a et b deux réels. Calculer

Exercice 16 : Produit

1. Déterminer la limite, lorsque x tend vers 0, de

thax
e
2. Montrer que
2th
Ve €R, th(2r) = ————.
1+th“x

3. En déduire que pour tout = € R*

n

T T
PRI A pu——
kl;[l( + 2k n—+oo thax
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Exercice 17 : Equation hyperbolique

sh <ln ! +2\/5> et ch <ln

2. En déduire les solutions de 1’équation chx — v/5shx = 2sh(3x).

1. Calculer

14+5
5 .

29
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Chapitre 6

Equations différentielles

« J’entends et j’oublie. Je vois et je me souviens. Je fais et je comprends. »

— Conrucius (551-479 AV J.C.)

6.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre . . . . . . v v v v v vttt e 31
6.1.1 Equation différentielle homogéne . . . . . . . . . . . ... 32
6.1.2 Equation différentielle avec second membre . . . . . .. ... 32
6.1.3 Probléeme de Cauchy . . . . . . . . . . . 33
6.1.4 Equation différentielle non résolue . . . . . . . . ... 34

6.2 Equation différentielle linéaire du second ordre . . . . . .. . o v v vt i i it 34
6.2.1 Equation différentielle homogéne . . . . . . . . . . . ... ... ... 35
6.2.2 Equation différentielle avec second membre . . . . . .. ... 36
6.2.3 Probléme de Cauchy . . . . . . . . . .. 36

6.3 QCIN . . . it e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 38
6.3.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre . . . . . . . . . .. ... ... 38
6.3.2 Equation différentielle linéaire du second ordre . . . . . . . ... ... ... ... ... 38

6.4 EXErciCes . . . . . ¢ v i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 40
6.4.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre . . . . . . . . . . ... ... ... 40
6.4.2 Equation différentielle linéaire du second ordre . . . . . . . ... ... ... ... ... 41

Dans ce chapitre, K désignera I'un des corps R ou C.

6.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre

Définition 6.1.1

Soit a, b, ¢ : I — K des fonctions définies sur un intervalle 7. On appelle solution sur I de ’équation différentielle
linéaire du premier ordre ay’ + by = ¢, toute fonction y : I — K, dérivable sur I, telle que

Vtel, a(t)y'(t)+bt)y(t) = c(t).
On dit que I’équation est résolue lorsque a ne s’annule pas et qu’elle est homogéne lorsque la fonction c est

nulle.

\. J

Remarque

= Lorsque I’équation est résolue, on peut ’écrire sous la forme
viel, y'(t)=F(y(t),t)
oul F' est une fonction de K x I dans K.

31
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6.1.1 Equation différentielle homogéne

Soit a : I — K une fonction continue sur un intervalle I. Si A est une primitive de a sur I, les solutions de
I’équation différentielle
vtel, y'(t)+a(t)yt)=0

sont les fonctions

y: I — K
t — e 40
o A € K.
Remarques
= Dans cette démonstration, le terme e*®) par lequel on multiplie I'équation différentielle afin de faire apparaitre la
dérivée d’un produit est appelé facteur intégrant.
= Si y est une solution non nulle de I’équation différentielle homogene y’(¢) + a(t)y(t) = 0, elle ne s’annule pas.

Exercices 1
= Soit a € R. Résoudre I’équation différentielle y'(t) + ay(t) = 0 sur R.
= Résoudre I'équation différentielle (1 + t2)y’'(t) + ty(t) = 0 sur R.

= Déterminer les fonctions dérivables f : R — C telles que

Vz,y €R,  flz+y)=f(z)f(y)

6.1.2 Equation différentielle avec second membre

Soit a,b : I — K deux fonctions définies sur un intervalle I. Si y,, est une solution « particuliére » de I’équation
différentielle
vtel, y'(t)+a(t)y(t) = b(t)

alors, les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions y, +y ol y parcourt ’ensemble des solutions
de ’équation différentielle homogéne associée

Veel, y'(t)+at)y(t) =0.

Remarques

=

Soit a et b : I — K deux fonctions continues. On souhaite trouver une solution particuliére a I’équation différentielle
(E) Vtel, y'(t)+alt)y(t) =Dbt).

La section précédente nous a permis de trouver une solution gy ne s’annulant pas a I’équation différentielle homogéne
associée y'(t) + a(t)y(t) = 0. On va chercher une solution de (E) sous la forme y(t) == A(¢)yo(t) ou A : I — K
est une fonction dérivable. On se donne donc une fonction dérivable A : I — K et on pose y = Ayg. Alors y est
dérivable sur I et

VeI, o (t) =XN{®)yo(t) + At)yo(t)-

En injectant cette expression dans (E), on en déduit que y est solution de (E) si et seulement si

viel, N(t)= ;o((tt))'

En particulier, si A est une primitive de b/yp, y est une solution « particuliére » de (FE).

La méthode précédente, appelée « méthode de la variation de la constante », se généralise a toute équation différen-
tielle linéaire. Si yo est une solution ne s’annulant pas de ’équation différentielle homogéne associée, le changement
de fonction y = Ay permet de ramener la résolution de I’équation différentielle initiale & la résolution d’une équation
différentielle linéaire en A’ d’ordre strictement inférieur.

Remarquons enfin que la technique consistant & multiplier I’équation différentielle par le facteur intégrant permet
de résoudre les équations différentielles avec second membre de la méme maniére que les équations différentielles
homogeénes.
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Exercices 2
= Résoudre 1’équation différentielle

vt >0, y(t)— 2L =t
= Résoudre I'équation différentielle (t2Int)y’(t) — ty(t) = —(1 + Int) sur ]0, 1].

6.1.3 Probléme de Cauchy

Définition 6.1.4: Probléme de Cauchy

Soit a,b,c: I — K des fonctions définies sur un intervalle I, ty € I et yo € K. On appelle probléme de Cauchy
la recherche des solutions y de ’équation différentielle du premier ordre

vtel, a(t)y(t)+bt)y(t) =c(t)

telles que y (o) = yo-

\

Remarque
= La condition y(tg) = yo est appelée condition initiale.

Théoréme 6.1.5: Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Soit a,b : I — K deux fonctions continues sur un intervalle I, ty € I et yo € K. Alors, il existe une et une seule
solution & I’équation différentielle résolue du premier ordre

viel, y'(t)+a(t)y(t) =b(t)

telle que y (to) = yo.

Remarques

= Graphiquement, cette proposition signifie que par tout point (¢p,yo) € I X R passe un et un seul graphe (appelé
courbe intégrale) de solution de I’équation différentielle y'(t) 4+ a(t)y(t) = b(t). En particulier, les courbes intégrales
ne se croisent pas. Par exemple, voici quelques solutions de I'équation différentielle

VteR, y(t)=ty(t)+1.

1
7

= Le théoréme de Cauchy-Lipschitz prouve que la connaissance & l'instant ¢y d’un systéme régi par une équation
différentielle résolue du premier ordre permet de connaitre complétement son passé et son futur.

Exercices 3
= Résoudre sur |0, +oc0[ le probléme de Cauchy

y(1)=1 et y'(t) + == =t.

Tracer le graphe de la solution.



34 CHAPITRE 6. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

= Montrer que les solutions de I’équation différentielle
Vt€R, y/(t) 4+t Arctan(t* + 1)y(t) = sht

sont toutes paires.

6.1.4 Equation différentielle non résolue

Exercice 4
= Résoudre 'équation différentielle (£? Int)y’(t) — ty(t) = —(1 + Int) sur R%.

Remarque

= Pour les équations différentielles non résolues du premier ordre, contrairement & ce qui se passe pour les équations
résolues, il est possible quun probléme de Cauchy admette plusieurs solutions ou aucune. Voici par exemple
plusieurs solutions au probléme de Cauchy

y(1) =1, et Vt>0, (*Int)y(t)—ty(t)=—(1+Int).

On peut aussi remarquer que pour yo # 1, il n’existe aucune solution de cette équation différentielle vérifiant
y(1) = yo-

6.2 Equation différentielle linéaire du second ordre

Définition 6.2.1

Soit a,b,c,d : I — K des fonctions définies sur un intervalle I. On appelle solution sur I de ’équation
différentielle linéaire du second ordre ay” + by’ + cy = d, toute fonction y : I — K, dérivable deux fois
sur I, telle que

vte I, a(t)y'(t)+0bt)y (t)+ c(t)y(t) = d(t).

On dit que 'équation est résolue lorsque a ne s’annule pas et qu’elle est homogéne lorsque la fonction d est
nulle.
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6.2.1 Equation différentielle homogéne

Soit a,b,c € C avec a # 0 et (E) I'équation différentielle
VteR, ay’(t)+ by (t) + cy(t) = 0.

On résout sur C 1’équation caractéristique az? + bz + ¢ = 0.
— Si cette équation posséde deux racines distinctes 1 et 7o (A # 0), alors les solutions complexes de (F)
sont les fonctions
u: R — C
to— e 4 pe™

ou A\, pueC.
— Si cette équation admet une racine double r (A = 0), alors les solutions complexes de (E) sont les
fonctions
pu: R — C
t — (M+p)e™
ou A\, p e C.

Exercice 5

= Résoudre I’équation différentielle " — 3y’ + 2y = 0.

Soit a,b,c € R avec a # 0 et (F) I’équation différentielle
VteR, ay’(t)+ by (t) + cy(t) = 0.

On résout sur C 1’équation caractéristique az? + bz + ¢ = 0.
— Si cette équation posséde deux racines réelles distinctes 1 et ro (A > 0), alors les solutions réelles de
(E) sont les fonctions
Pp: R — R
t o X! 4 pemt
ou A\, u€R.
— Si cette équation admet une racine double r (A = 0), alors les solutions réelles de (E) sont les fonctions

R

Wp: R —
t — (Mt+p)e™

ou A\ u R
— Si cette équation admet deux racines complexes conjuguées r + iw et 7 —iw (A < 0), alors les solutions
réelles de (E) sont les fonctions

R

Ppu: R —
t +— [Acos (wt) + psin (wt)]e™

ou A\, u €R.

Remarque

= Dans le cas ou I’équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées, les solutions de (F) peuvent
s’écrire sous la forme

e: R — R
t > Asin(wt —p)e"
ou A\, ¢ € R. Lors de la recherche effective de tels coefficients, quitte a changer ¢ en ¢ + 7, on impose souvent
AeR;.
Exercices 6
= Résoudre I’équation différentielle 3" + 2y + 2y = 0.
= Soit wp € R. Résoudre I'équation différentielle 3 + wiy = 0.
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= En effectuant le changement de fonction inconnue z(t) = t2y(t), résoudre I'équation différentielle
Vte Ry, t2y(t) +4ty'(t) + (2 — t})y(t) = 0.
= En effectuant le changement de variable ¢t = \/u, résoudre I’équation différentielle

vt e RY,  ty”(t) — o/ (t) + 4t%y(t) = 0.

6.2.2 Equation différentielle avec second membre

Soit a,b,c,d : I — K des fonctions définies sur un intervalle I. Si y, est une solution « particuliére » de

I’équation différentielle
VEER, a(t)y(t) + b)Y () + c(ty(t) = d()

alors les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions y, +y ot y parcourt I’ensemble des solutions
de I’équation différentielle homogéne associée

VteR, a(t)y’(t)+bt)y'(t)+ c(t)y(t) =0.

— Soit a,b,c,di,d2 : I — K des fonctions définies sur un intervalle I, A, u € K et yp,,4p, : I — K des
solutions « particuliéres » des équations différentielles respectives ay” +by'+cy = d; et ay” +by +cy = ds.
Alors Ayp, + pyp, est une solution « particuliére » de 1’équation différentielle

VEER, a(t)y’(t) +b(t)y (1) + c(t)y(t) = Adi(t) + puda(t).

— Soit a,b,c: I — R et d: I — C des fonctions définies sur un intervalle I et y, : I — C une solution
« particuliere » de 'équation différentielle ay” +by’+cy = d. Alors Re(y,) est une solution « particuliére »
de I’équation différentielle

Vte R, a(t)y’(t) +b(t)y' (t) + c(t)y(t) = Re(d(t)).

Remarque
= Bien entendu, une proposition similaire existe pour la partie imaginaire.

Soit a,b,c € C avec a # 0. Si P est un polyndéme de degré n et a € C, alors I’équation différentielle
VteR, ay'(t)+by'(t) + cy(t) = P(t)e™

admet comme solution une (unique) fonction du type t — t™Q(t)e® ou Q est un polynéome de degré n et m
est Pordre de o comme racine de ’équation caractéristique (avec par convention m = 0 si « n’est pas racine de
cette équation).

Exercices 7
= Déterminer les solutions de ’équation différentielle v (t) + v/ (t) + y(t) = 2.

= Déterminer les solutions de 'équation différentielle 3 (¢) + y(t) = t cost.

6.2.3 Probléme de Cauchy

Définition 6.2.7: Probléme de Cauchy

Soit a,b,c,d : I — K des fonctions définies sur un intervalle I, tg € I et yg,y1 € K. On appelle probléeme de
Cauchy la recherche des solutions y de 1’équation différentielle du second ordre

Viel, a(t)y’(t)+bt)y (t) + c(t)y(t) = d(t)

telles que y(to) = yo et ¥ (to) = y1.
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Théoréme 6.2.8: Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Soit a,b,c : I — K des fonctions continues sur un intervalle I, tg € I et yg,y1 € K. Alors il existe une et une
seule solution & I’équation différentielle résolue du second ordre

VeI, y'(t)+at)y'(t) +bt)y(t) = c(t)

telle que y(to) = yo et ¥'(to) = 1.

Remarques

= Graphiquement, cette proposition signifie que par tout point (tg,yo) € I x R passe un et un seul graphe de pente
y1 € R, solution de I'équation différentielle y”(¢t) + a(t)y’(t) + b(¢)y(t) = c(t). Les courbes intégrales peuvent se
croiser, mais doivent avoir des pentes différentes lorsqu’elles se croisent. Par exemple, voici quelques solutions de
I'équation différentielle

1
VteR, y'(t) +yt) = 5752 +t.

<

= Le théoréme de Cauchy-Lipschitz prouve que la connaissance de la valeur de y et de sa dérivée a l'instant ¢y d’un
systéme régi par une équation différentielle résolue du second ordre permet de connaitre complétement son passé
et son futur.

Exercice 8

= Résoudre le probléme de Cauchy
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6.3 Qcm

6.3.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre
Equation différentielle homogéne

1. Quelle est la solution générale de I’équation différentielle y’ 4 sin(2x)y =07

O a. z — Ccos(2x) O b. z — Cexp (— cos(2z)/2)
O c. 2 — Cexp (—zsin(2x)) O d. z — Cexp(cos(2x)/2)

2. Pour quelles valeurs de g € R, les solutions de 1’équation y’ + qy = 0 tendent-elles toutes vers 0 en +oo ?

O a. pour ¢ < 0 O b. pour ¢ <0 O c. pour ¢ >0 U0 d. pour aucune valeur de ¢

3. Les fonctions x — pour c¢ réel, sont les solutions de ’équation différentielle

_c _
14227

O a. (1+x2)y'—|—2xy20 O b. (1+m2)y'—2xy:0 Oc.y +Arctan(z)y=0 0Od.y +22y=0

Equation différentielle avec second membre
1. En appliquant la méthode de variation de la constante, sur |0, +ool, pour 'équation xy’+y = x sin x, on cherche

y sous la forme

O a. c(z)e O b. ¢(x)z Oec. ? O d. ¢(x)sinx

2. En appliquant a I’équation 3y’ = y 4 g(x) la méthode de la variation de la constante, on cherche y sous la forme
O a. @ O b. ¢(x)e” O c. ¢(z)g(x) O d. ¢(x)exp (G(z)) ot G est une primitive de g

3. Pour trouver une solution particuliére de I’équation y’ +2zy = z par la méthode de la variation de la constante,
on est ramené a déterminer une primitive de

1

O a. O b. 222 Oc. ze™® 0 d. ze®

Probléme de Cauchy
1. Quelle est la solution de I’équation 3’ + 2y = 0 qui s’annule en 17

2x

Oa.z—e” Ob. e 2@ Oc.z (z—1)e > Od.z2—0

2. Combien y a-t-il de solutions de I’équation 3’ + 2ch(z)y = e” vérifiant les conditions initiales y(0) = 1 et
y'(0) =27

Ua. 0 Ob.1 Uec. 2 O d. une infinité
3. Soit z +— a(z) une fonction continue sur R. Une solution non nulle de 1’équation y’ = a(z)y ne peut pas

0 a. étre paire O b. tendre vers 0 en 400 O c. s’annuler 01 d. étre bornée

Equation différentielle non résolue

6.3.2 Equation différentielle linéaire du second ordre
Equation différentielle homogéne

1. Quelles sont les solutions de 1’équation différentielle " + 4y’ + 4y =07

Oa. z+— Ce®® Ob.z— Ce™ >
Oc. z+— (Az + B)e™ Od. z+— Ae " 4 Be*”

2. De quelle équation différentielle la fonction x — e2* + 3% est-elle solution ?

Oa.y’ -2y —3y=0 Ob.y’' -5y +6y=0 Oc. ¢y’ +2y +3y=0 Od.y’" +2y —y=0
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3. Quelle fonction n’est pas solution de I’équation 3" —y =07

Oa.x—chz Ob. xz—shx Oc.x—e” Od. x— sinx
4. Les fonctions z — Ce?*, pour C réel, sont les solutions de I’équation différentielle

Oa.y =2y Ob. y =2Cy Oc.y’ -3y +2y=0 Od.y =—-2y
5. Les solutions de ’équation y” + ay = 0 sont toutes bornées si et seulement si

Ha.a>0 Ob.a>0 Hec.a<0 Od.a<0

Equation différentielle avec second membre

1. Pour trouver une solution particuliére de ’équation y’ + 2y = 5sinz

O a. vous la cherchez sous la forme Asinzx
O b. vous la cherchez sous la forme A cosz
O c. vous la cherchez sous la forme Asinxz + Bcosx

O d. vous utilisez la méthode de variation de la constante
2. Laquelle des équations suivantes admet une solution particuliére polynomiale ?
Oa.y' +2%y==z Ob.y" +9y +y=¢" Oc. v’ +y=2a? Od.y" +2y +y==xsinx
Probléme de Cauchy
1. Combien y a-t-il de solutions de I’équation y” + 2y’ + y = ch x vérifiant la condition initiale y(0) =17
Oa.0 Ob.1 Oec. 2 O d. une infinité
2. Quelle équation différentielle n’admet pas de solution y vérifiant y(0) = 0 et y(27) =17

Oa.y' —y=0 Ob.y" +y=0 Oc.y’ —2ry=0
[0 d. aucune, car toutes les équations différentielles linéaires d’ordre 2 a coeflicients constants admettent

une solution vérifiant ces conditions initiales

3. Laquelle des conditions suivantes est suffisante pour affirmer que la solution f de I’équation différentielle 3" +
ay’ + by = 0 est identiquement nulle ?

0 a. f admet une infinité de zéros Ob. f et f/ ont un zéro commun
Oc. ff'=0 O d. f’ admet une infinité de zéros
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6.4 Exercices

6.4.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre
Equation différentielle avec second membre
Exercice 1 : Calcul
Résoudre les équations différentielles suivantes sur un intervalle a préciser
a.y + 2y =a?— 2z + 3, b. (1+2)y +y=1+1In(l+2z),

1
14e2’

c.y +y=

Exercice 2 : Avec un second membre

Déterminer les fonctions dérivables 3 : R — R telles que

1
Ve eR, y'(z)+y(z)= /0 y(t) dt.

Exercice 3 : Equations fonctionnelles
1. Déterminer les fonctions dérivables f : R — R telles que
Yo,y € R, flz+y) =e"fy) + f(z)e”.
2. Déterminer les fonctions dérivables f : R — R telles que f(0) # 0 et
Vr,y €R,  flz+y) = f@)f' )+ f(2)f )

Probléme de Cauchy
Equation différentielle non résolue
Exercice 4 : Une équation différentielle avec peu de solutions
Soit I un intervalle de R et (E) I’équation différentielle
Vtel, |ty (t)+(E—1)yt) =0.

1. Résoudre cette équation pour I = R% puis I = R*.
2. En déduire les solutions de cette équation différentielle lorsque I = R.
3. Soit tp € R et yo € R. Le probléme de Cauchy y(tg) = yo a-t-il toujours au moins une solution ? Si oui, est-elle

unique ?
Exercice 5 : Une équation différentielle avec beaucoup de solutions
Soit I un intervalle de R et (E) l’équation différentielle
vtel, ty'(t)—(t+2)y(t)=0.
1. Résoudre cette équation pour I = R’} puis I = R*.

2. En déduire les solutions de cette équation différentielle lorsque I = R.

3. Soit tp € R et yo € R. Le probléme de Cauchy y(to) = yo a-t-il toujours au moins une solution ? Si oui, est-elle
unique ?

Exercice 6 : Discontinuité des coefficients de 1’équation
Soit H la fonction de Heaviside définie sur R par

0 sit<O0

Vt € R, H(t)::{l Do

On considére I’équation différentielle
VteR, y'(t)+ H(t)y(t) =0.
1. Résoudre cette équation différentielle.
2. Les problémes de Cauchy associés a cette équation ont-ils toujours une unique solution ?
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6.4.2 Equation différentielle linéaire du second ordre
Equation différentielle homogéne
Exercice 7 : Equation d’Euler

On considére I'équation différentielle
(B) ¢y —ty +y=0.

1. Dans cette question, on souhaite résoudre (E) sur RY .
(a) On se donne une fonction y : R% — R, dérivable deux fois et on définit la fonction z : R — R par

Yu eR, z(u) = y(e").

Montrer que y est solution de (E) sur R si et seulement si z est solution sur R d’une équation différentielle
du second ordre & coeflicients constants que ’on précisera.
(b) En déduire ’ensemble des solutions de (E).
2. Résoudre (E) sur R*.
3. Enfin, déterminer les solutions de (E) sur R.

Plus généralement, on appelle équation d’Euler toute équation différentielle de la forme
at®y" (t) + bty' (t) + cy(t) = 0.

Leur résolution se raméne & la résolution d’une équation différentielle linéaire o coefficients constants aprés le méme
changement de variable que ci-dessus.
Exercice 8 : Changement de variable

1. En posant x = tant, résoudre I’équation différentielle

Ve eR, (1+22)%y" () + 22(1 + 22)y () + 4y(x) = 0.
2. Soit o € R*. En posant = := sht, résoudre I’équation différentielle

Ve eR, (1+22)y"(z) +zy (z) — o?y(x) = 0.

Exercice 9 : Equations fonctionnelles

1. Soit A € R. Trouver toutes les fonctions deux fois dérivables sur R telles que
VeeR, fl(z)=f(\—x).

2. Trouver toutes les fonctions f deux fois dérivables sur R* telles que

1
Ve >0, fl(z)=7f (> .
On utilisera les résultats sur l’équation d’FEuler

Exercice 10 : Utilisation du plan de phase

Le mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique dirigé suivant ’axe (Oz) est régi par un systéme

différentiel de la forme
12 — wy/
"— _wx!

Z"'=0
ol w dépend de la masse, de la charge de la particule et du champ magnétique. En considérant u = 2’ + iy, résoudre
ce systéme différentiel.
Equation différentielle avec second membre
Exercice 11 : Calcul
Résoudre les équations différentielles suivantes sur R
a.y’ +y —6y=1— 8z — 30x?, b.y" +3y +2y=e"7,

c. vy’ — 4y + 4y = wcosh (2x) , d.y" +y=-sin’z.



42 CHAPITRE 6. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice 12 : Recollement

Déterminer les solutions de I’équation différentielle
Ve e R, o'(x)+y(x)=e 7l
Probléme de Cauchy

Exercice 13 : Calcul

Déterminer I'unique solution y sur R de I’équation différentielle
Vo € R, y"(x)+y(x) = 32°

telle que y(0) =1 et 3/(0) = 2.
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Espaces vectoriels

« Vector is a useless survival, or offshoot from quaternions, and has never

been of the slightest use to any creature. »

— Lorp KELvIN (1824-1907)
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7.1 Espace vectoriel, application linéaire

7.1.1 Définition, propriétés élémentaires

Définition 7.1.1

Soit E un ensemble. On dit qu’une loi notée additivement

+: EXE — E
(r,y) — x4y

fait de (E,+) un groupe commutatif lorsque :
— Elle est associative
Ve,y,2€ E, (z+y)+z=z+(y+2).

— Elle est commutative
Vz,ye€ E, z+y=y+z.

— Elle admet un élément neutre
Jdee B, VxeFE, zxz+e=e+zx=u=x.

Un tel élément est unique ; on le note Og.
— Tout élément x € E admet un opposé

JyeFlk z4+y=y+a=0g.

Un tel élément est unique; on le note —z.

Remarques

= Sixy,x9,x3 € E, Vassociativité de la loi + affirme que (x1 + 22) + 3 = 21 + (22 + x3) ; on note 1 + x2 + x3 cette
valeur commune. Plus généralement, si 1, xs,...,x, € F, la valeur de 1 + x5 + - - - + =, ne dépend pas de 'ordre
dans lesquelles sont effectuées les additions. Cela justifie 'usage de cette notation n’utilisant pas de parenthéses.

= Si (E,+) est un groupe commutatif et x,y € F, 'élément x + (—y) est aussi noté x — y. De plus
Ve,yz€e E, z+y=2 <+ z=2z-—y.

= Les éléments de E sont réguliers. Autrement dit
Ve,y,2 € B, z4+y=c+2 —=> y==z.

En premiére lecture, on pourra considérer que dans la suite de ce cours, K désigne le corps Q, R ou C. Cependant,
excepté quelques résultats sur les symétries qui ne sont pas valables dans un corps de caractéristique 2, ce cours reste
valide si K est un corps quelconque, notion dont nous donnerons la définition plus tard dans ’année.

Définition 7.1.2

Soit K un corps, (E,+) un groupe commutatif d’élément neutre O et - une loi de composition externe.

KxE — FE
Nz) — Xz

On dit que (E,+, ) est un K-espace vectoriel lorsque

Vr,y € E, VY\cK, Az+y)=A-xz+Ay
Vee E, VA\pueK, A+p)-z=Xz+p-x
Ve e E, VA pek, A(p-x)=0p) -z

Ve e F, 1-z=ux.

Les éléments de K sont appelés scalaires, ceux de E, vecteurs.
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Vr e F, 0-z=0g
V)\EK, A-0g =0g
Ve e B, VAek, (=A)-z=X-(—2) ==\ 2)

Remarque
= En particulier, si z € F, (=1) -z = —x.

Ve E, VAeK, X-z=0r = [A=0 ou z=0g].

Définition 7.1.5

Soit K un corps et n € N*. On définit sur F := K"
— la loi de composition interne + par

v(xla"'axn)v(y].)"'ayn) eKn7

(@1, xn) + (W1, Yn) = (X1 4+ Y1, T + Yn) -

— la loi de composition externe - par
V(z1,...,2,) EK®, VAEK, A-(21,...,25) = (Az1,..., 2,).

Alors (K™, +, ) est un K-espace vectoriel d’élément neutre (0, ...,0).

.

\

Remarques
= En particulier, K est un K-espace vectoriel.
= C est un R-espace vectoriel.

Définition 7.1.6

Soit E' un K-espace vectoriel et X un ensemble. On définit sur F (X, E)
— la loi de composition interne + par

Vfige F(X,E), VzeX, (f+g)(z)=Ff(z)+g®).
— la loi de composition externe - par
Vie F(X,E), YAeK, (A-f)(z)=X\ f(x).

Alors (F (X, E),+,-) est un K-espace vectoriel dont ’élément neutre est ’application de X dans E qui a tout
z € X associe Og. En particulier, (F (X,K),+, ) est un K-espace vectoriel.

.

\.

Remarque

= En particulier, si X est un ensemble, F (X, K) est un K-espace vectoriel dont le « zéro » est la fonction nulle. Ainsi,
F(R,R) est un R-espace vectoriel dont le « zéro » est la fonction nulle. De méme, ensemble RY des suites réelles
est un R-espace vectoriel dont le « zéro » est la suite nulle.

Définition 7.1.7

Soit (E,+,-) et (F,+,-) deux K-espaces vectoriels. On définit sur F x F
— la loi de composition interne + par

V(z1,91), (x2,92) € E X F,  (w1,y1) + (T2,92) = (T1 + T2, y1 + y2) -
— la loi de composition externe - par

V(z,y) EExF, YA€K, X-(z,9)=2,Xy).
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l Alors (E X F,+,-) est un K-espace vectoriel d’élément neutre (0g,0p). J

Dans la suite du cours, I’élément 0p sera désormais noté 0. Cependant, il sera toujours important de se demander
si un 0 est le zéro de K ou celui de F. Dans le second cas, on se demandera quelle est la nature de ce zéro : est-ce un
un scalaire, un n-uplet, une suite, une fonction ?

7.1.2 Sous-espace vectoriel

Définition 7.1.8

On dit qu'une partie F' d’un K-espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E lorsque
— 0eF
— F est stable par combinaisons linéaires

Ve,y e F, YA\ puekK, A+ pyekF.

Si tel est le cas, (F,+, ) est un K-espace vectoriel.

\ J

Remarques
= Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors

Vee F, VAeK, Ar € F,
Vz,y € F, z+yeF

= Si E est un K-espace vectoriel, {0} est un sous-espace vectoriel de E appelé sous-espace vectoriel ¢rivial. De méme,
FE est un sous-espace vectoriel de F.
= Soit ay,...,a, € K. Alors
F={(z1,...,2) € K" | @121 + -+ + apzy, = 0}

est un sous-espace vectoriel de K™. Par exemple, I'ensemble des triplets (z,y, z) € R3 tels que z + 2y — z = 0 est
un sous-espace vectoriel de R3.

Exercice 1

= Montrer que I’ensemble des solutions de ’équation différentielle
VEER, y(t)+e yt)=0

est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des fonctions de R dans R.

Une intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Remarques
= Contrairement & l'intersection, I'union de deux sous-espaces vectoriels n’est pas en général un sous-espace vectoriel.
= Soit (a;,;)1<i<q,1<j<p une famille de scalaires. Alors

F= {(xla'-'axp) € K | Vi € [[LQ]]a ai,lxl + - +ai,pxp = 0}
est un sous-espace vectoriel de KP. Par exemple, I'ensemble des triplets (z,y, z) € R3 tels que

z+y +2=0
r—y+22=0

est un sous-espace vectoriel de R3.

Définition 7.1.10

Soit A une partie d’un K-espace vectoriel E. Alors, au sens de l'inclusion, il existe un plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant A. On l'appelle sous-espace vectoriel engendré par A et on le note Vect(A).

Remarques
= Si F est un sous-espace vectoriel de F tel que A C F, alors Vect(A4) C F.
= Si A= {z1,...,2,}, alors Vect(A) est aussi noté¢ Vect(z1,...,zn).
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Soit F un K-espace vectoriel et x1,...,x, € E. Alors
Vect(z1,...,2n) = {Mz1+ -+ Apxy Ay, A €KL

Les éléments de Vect(x1,...,z,) sont appelés combinaisons linéaires de la famille (x1, ..., ;).

Remarque

= Soit x € E. Alors
Vect(z) = {Az: A € K}.

Cet ensemble est aussi noté Kz.
Exercice 2

= Soit E le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R. On pose
A={feFR,R)|VzeR, f[f(z)=0}.

Montrer que Vect(A) = F(R,R).

Définition 7.1.12

On dit que deux éléments x,y € E sont colinéaires lorsqu’il existe A € K tel que y = Ax ou z = \y.

Remarques
= Le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur.

= Il est possible que x et y € E soient colinéaires sans qu’il existe A € K tel que y = Az. Cependant, si z et y sont
colinéaires et x # 0, alors il existe A € K tel que y = Az.

Définition 7.1.13

On dit qu’un espace vectoriel E est une droite vectorielle lorsqu’il existe € E \ {0} tel que E = Kz.

Remarque

= Si E est une droite vectorielle, quel que soit = € E '\ {0}, F = Kz.

7.1.3 Application linéaire

Définition 7.1.14

Soit F et F' deux K-espaces vectoriels. On dit qu’une application f de E dans F' est une application linéaire
lorsque
Ve,ye B, YA peK, fQx+py) = M(2)+pf(y).

Plus précisément, on dit que f est un

— endomorphisme lorsque F = F.

— isomorphisme lorsque f est bijective.

— automorphisme lorsque f est un endomorphisme et un isomorphisme.
On note L (E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F et £ (F) ’ensemble des endomorphismes
de E.

. 7

Remarques
= Soit f € L(E,F). Alors

Ve,ye B, flz+y)=f(z)+ fly),
Vee E, Viek, fAz) = Af(x).

De plus f(0g) = 0p.

= Soit f un endomorphisme du K-espace vectoriel E et F' un sous-espace vectoriel de E. Lorsque F est stable par
f, cest-a-dire lorsque f(F) C F, la restriction de f a F, corestreinte & F, est un endomorphisme de F appelé
endomorphisme induit a F.
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Définition 7.1.15

On dit qu'une application f de F dans E est une homothétie lorsqu’il existe A € K tel que

Ve € B, f(x)= Az

Les homothéties de E sont des endomorphismes.

Remarque
= En particulier, Idg est un endomorphisme de F.
Exercice 3

= Soit E une droite vectorielle. Montrer que les homothéties sont les seuls endomorphismes de F.

Définition 7.1.16

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de F dans K. L’ensemble £ (E,K) est noté E* et
appelé dual de E.

Remarque

= Si F = K", alors ¢ € E* si et seulement si il existe aq,...,a, € K tels que

V('CL'la cee axn) € Kn7 (p(xla s 7xn) =a121 + -+ ann.

Soit f € L(E,F).
— L’image réciproque par f d’un sous-espace vectoriel de F' est un sous-espace vectoriel de E.
— L’image directe par f d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de F'.

Remarque
= Siu€ L(E,F) et xy,...,x, € E, alors

u(Vect(xy,...,2,)) = Vect(u(xq),...,u(z,)).

Définition 7.1.18

On appelle noyau de f € L (E, F) et on note Ker f ’ensemble

Kerf={x € E| f(z) =0}.

C’est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque
= SifeL(E,F) et AeK* alors Ker (A\f) = Ker f.

Une application linéaire f est injective si et seulement si Ker f = {0}.

Définition 7.1.20

On appelle image de f € L (E, F) et on note Im f ’ensemble

Imf={f(z):z € E}

C’est un sous-espace vectoriel de F.

Remarques
= f est surjective si et seulement si Im f = F.
= SifeLlL(E,F)etAe K, alors Im (Af) =Im f. En particulier Im(—f) = Im f.
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Proposition 7.1.21

— La composée de deux applications linéaires est linéaire.
— La bijection réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme.

Remarques

= Si f,g € L(E), on dit que f et g commutent lorsque fog = go f. En général, deux endomorphismes ne commutent
pas, comme le montre ’exemple des endomorphismes

f: K2 — K2 et g: K? — K2
(z,y) — (2,0) (z,y) — (0,2)

= 1l est possible que fog =0 sans que f =0 ou g =0.
Exercices 4
= Soit F un K-espace vectoriel et f, g € £ (F). Montrer que

Ker(go f)=Kerf <= KergnNImf={0}.
= Soit f et g deux endomorphismes de E tels que fog = go f. Montrer que Ker f et Im f sont stables par g.
7.2 L’algébre L (F)
7.2.1 L(E,F)

Proposition 7.2.1

(L(E,F),+,-) est un K-espace vectoriel.

Proposition 7.2.2

Soit E, F et G trois K-espaces vectoriels. Alors

VfeL(F,G), Vg,heL(E,F), YauckK, fo(Ag+puh)=Afog+pufoh
Vf,ge L(F,G), V\peK, VYheLl(E,F), (A +ug)oh=Aoh+pugoh.

Définition 7.2.3

| \

Soit f € L (E). On définit f™ pour tout n € N par récurrence.
— fO = IdE
— VneN, frtl=frof.

Remarque

= Attention, si f € L(E) et v € E, f?(z) = f(f(z)) et non f(x)?, expression qui n’a d’ailleurs aucun sens.

Proposition 7.2.4

— Soit f € L(F). Alors

Ym,n € N, [t = fmo
=1

— Soit f,g € L(FE) tels que fog=go f. Alors, pour tout n,m € N, f™ et ¢g"* commutent. De plus

Vn €N, (fog)"=frog™

.

Exercice 5

= Soit E un K-espace vectoriel et f € L (F). Pour tout n € N, on définit K, := Ker f™ et I, := Im f™. Montrer
que les suites (K,,) et (I,,) sont respectivement croissantes et décroissantes au sens de U'inclusion.
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Soit f,g € L (E) tels que fog = go f. Alors, pour tout n € N

n n—1
f+9" =), (Z) ffhogh et fr—g'=(f-g)o [Z Fe==g gk] :
k= k=0

0

Exercice 6
= Soit E le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R. On définit A, T € L (E) par

VfeE, VYexeR, T(f)x)=f(x+1) et A(f)(z)=f(x+1)— f(x).
Calculer T* et AF pour tout k € N.

7.2.2 Le groupe linéaire

Définition 7.2.6

Un endomorphisme u € £ (F) est un automorphisme si et seulement si il existe v € £ (E) tel que
uov=Idg et vou=Idg.

Si tel est le cas, v = u~!. On note GL (E) I’ensemble des automorphismes de E.

GL (E) posséde les propriétés suivantes.

Id € GL (E)
Vf,g € GL(E), gof€GL(E)
VfeGL(E), fleCGL(E).

Nous dirons que (GL (E), o) est un groupe, que 'on appelle groupe linéaire.

7.3 Somme, somme directe, projecteur, hyperplan

7.3.1 Somme, somme directe

Définition 7.3.1

On appelle somme de deux sous-espaces vectoriels A et B de E, et on note A 4+ B, le plus petit sous-espace

vectoriel contenant A et B. On a
A+B={a+b:a€A be B}.

Remarque

= Si f et g sont deux applications linéaires de E dans I’ qui coincident sur deux sous-espaces vectoriels A et B tels
que A+ B=F, alors f =g.
Exercices 7
= Si f,g € L(E, F), montrer que Im (f + g) C Im f + Im g. Donner un exemple o I'inclusion est stricte.

= Soit A, B, C' et D des sous-espaces vectoriels de E tels que A C C, B C D et A+ B = C + B. Montrer que
A+D=C+D.

Définition 7.3.2

On dit que deux sous-espaces vectoriels A et B de E sont en somme directe lorsque
YVae A, VbeB, a+b=0 = J[a=0 et b=0].

Si tel est le cas, la somme A + B est notée A ® B.
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Remarque

= Deux sous-espaces vectoriels A et B de E sont en somme directe si et seulement si, quel que soit x € A + B,
lécriture x = a + b (avec a € A et b € B) est unique.

Deux sous-espaces vectoriels A et B de F sont en somme directe si et seulement si

AN B={0}.

Définition 7.3.4

On dit que deux sous-espaces vectoriels A et B de E sont supplémentaires lorsque A et B sont en somme
directe et A+ B = F, c’est-a-dire lorsque
A®B=EFE.

Remarques

= Autrement dit, A et B sont supplémentaires lorsque pour tout z € E, il existe un unique couple (a,b) € A x B tel
que x =a+b.

= Il est important de ne pas confondre « le complémentaire » et « un supplémentaire » d’un sous-espace vectoriel.
En particulier, contrairement & un supplémentaire, le complémentaire d’un sous-espace vectoriel n’est pas un sous-
espace vectoriel car il ne contient pas 0.

i

En général un sous-espace vectoriel admet plusieurs supplémentaires.

v

On peut démontrer que tout sous-espace vectoriel admet (au moins) un supplémentaire. Nous démontrerons ce
point dans un autre chapitre, dans le cas ot E est de dimension finie.

Exercice 8
= Soit f € L(E) tel que f2 = f2 + f. Montrer que E = Ker f & Im f.

Soit f € L(E,F), et A un supplémentaire de Ker f dans E. Alors
p: A — Imf

z — f(x)

est un isomorphisme.

7.3.2 Projecteur

Définition 7.3.6

Soit A et B deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un K-espace vectoriel E. Alors, il existe un unique
endomorphisme p € £ (E) tel que
YVae A, Vbe B, p(a+b)=a.

On lappelle projecteur sur A parallélement & B

" 7

Définition 7.3.7

Si p est le projecteur sur A parallélement a B, le projecteur ¢ sur B parallélement & A est appelé projecteur
associé & p. On a

p+q=1Id et pog=qop=0.
De plus, pour tout « € £

est la décomposition de x dans £ = A& B.
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Proposition 7.3.8

Soit p le projecteur sur A parallélement a B. Alors
Kerp = B, Ker (p —Id) = A4, Imp = A.

De plus pop = p.

Remarque
= En particulier, si p € £ (F) est un projecteur

E=Kerp®Ker(p—Id) et EF=Kerp®Imp.

Proposition 7.3.9

p € L (E) est un projecteur si et seulement si pop = p.

Exercices 9

= Soit Re l'application de C dans C qui & z associe Re(z). Montrer que Re est un projecteur de C lorsqu’il est
considéré comme un R-espace vectoriel.

= Soit F le R-espace vectoriel des fonctions de classe C! de R dans R. On définit I’application ¢ de E dans E par

VIf€E, VxeR, [p(f)](x):=[(0)+f(0)z.

Montrer que ¢ est un projecteur. En déduire un supplémentaire du sous-espace vectoriel de F des fonctions
affines.

Proposition 7.3.10

Soit E et F deux K-espaces vectoriels et A, B deux sous-espaces supplémentaires de F. Etant donnés f4 €
L(AF) et fp € L(B,F), il existe une unique application linéaire f de F dans F telle que

Vac A, WYbeB, fla+b)=fala)+ f5(b).

7.3.3 Symétrie

Définition 7.3.11

Soit A et B deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un K-espace vectoriel E. Alors, il existe un unique
endomorphisme s € L (E) tel que

YVae A, YVbe B, s(a+b)=a—hb.

On lappelle symétrie par rapport a A parallélement a B.

Proposition 7.3.12

Soit s la symétrie par rapport & A parallélement & B. Alors

Ker (s —1Id) = A, Ker (s +1d) = B.

De plus s o s = Id. En particulier s est un automorphisme et s~! = s.

.

Remarque
= En particulier, si s € £ (E) est une symétrie

E =Ker(s—1Id) @ Ker(s+1d).

Proposition 7.3.13

s € L (E) est une symétrie si et seulement si s o s = Id.
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Exercice 10

= Soit E = F(R,R) et ¢ 'application de F dans E qui & f associe la fonction ¢(f) définie par

Ve eR, [p(f)](z) = f(-).

Montrer que ¢ est une symétrie et en déduire que £ = Z @ P ou Z désigne l'espace vectoriel des fonctions
impaires et P 1'espace vectoriel des fonctions paires.

7.3.4 Hyperplan

Définition 7.3.14

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle hyperplan de E tout noyau d’une forme linéaire non nulle.

Remarques
= Un hyperplan est un sous-espace vectoriel strict de F.

= Si F = K", les hyperplans sont les parties H de E telles qu’il existe ay,...,a, € K non tous nuls tels que
H={(x1,...,2,) € K" | a1z1 + - - - + anzy, = 0}.

En particulier, les hyperplans de R? sont les droites passant par (0,0) et les hyperplans de R? sont les plans passant
par (0,0,0).

Soit E un K-espace vectoriel et H un sous-espace vectoriel de E.
— Si H est un hyperplan, quel que soit 2o € E\ H, E = H @& Kux,.
— Si H admet une droite vectorielle pour supplémentaire, alors c’est un hyperplan.

Remarque

= On en déduit qu’un sous-espace vectoriel H de F est un hyperplan si et seulement si ¢’est un supplémentaire d’une
droite vectorielle.

Soit H un hyperplan de E et ¢ une forme linéaire telle que H = Ker ¢g. Alors 'ensemble des formes linéaires
de E dont le noyau est H est
K*po = {Apo : A € K*}.
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7.4

CHAPITRE 7. ESPACES VECTORIELS

Qcm

7.4.1 Espace vectoriel, application linéaire

Définition, propriétés élémentaires

Sous-espace vectoriel

1.

Laquelle des parties suivantes de R? est un sous-espace vectoriel ?

Da. {(z,y) eR* |y =2z} Ob. {(z,y) eR* |y +z =1}

Oec. {(x,y)ERQ‘yle} O d. {(x,y)eRQ‘yxzo}

Laquelle des parties suivantes n’est pas un sous-espace vectoriel de ’espace des fonctions de R dans R 7

O a. 'ensemble des fonctions f telles que f(0) =0 O b. 'ensemble des fonctions paires

[ c. I’ensemble des fonctions croissantes 1 d. ’ensemble des fonctions polynomiales

Dans ’espace vectoriel des applications de R dans R, laquelle des fonctions suivantes est combinaison linéaire
des fonctions f1 : x — sinz, fo: x — sin(2x) et f5: 2 — sin(3z) ?

Oa. x> cosx Ob.x— xcosx Oc. z+—sinxcosx Od. z— tanz

Application linéaire

1.

Laquelle des applications suivantes est linéaire de R? dans R ?

Oa. f1:(z,y) —~x Ob. fo:(z,y) — xy
Oc. f3:(x,y)—»z+y+1 Od. fi:(z,y) = (z+y)(z—y)
. Soit E et F' deux espaces vectoriels réels, v € L(E,F) et (ei,...,ep) une famille de vecteurs de E. On a

u (Vect (eq,...,ep)) = Vect (u(er), ..., u(ep))

[J a. pour toute application linéaire u [ b. lorsque u est injective

O c. lorsque u est surjective O d. lorsque Imu C Vect (eq, ..., ep)

Soit F' un sous-espace vectoriel de F, u un endomorphisme de F, et v la restriction de u a F. Alors
Oa.veL(F) Ob.ve L(FE) Oc.ve L(E,F) O d. v n’est pas forcément linéaire
Soit u € L (E) et F un sous-espace de E. A quelle condition la restriction de u a F est-elle injective ?

O a.si Keru=F O b. si F' n’est pas inclus dans Keru
O c. si FNKeru = {0} Od.si FNKeru=g

7.4.2 L’algébre L (F)
L(E,F)

1.

Soit u € L (E). Si u? = —1d, que vaut (u2 + u)2?
Oa. —2Id Ob. —2u Oc. 2Id—2u 0d.o

Si u est un endomorphisme de E, on a toujours

O a. Keru C Keru? Ob. Keru? C Keru O c. Keru = Keru? O d. KerunKeru® = {0}

Soit u un endomorphisme de E et 2 un vecteur de E tel que u(z) = Az avec A € R. Alors, pour n € N, u"(z)
vaut

Oa. Ax™ Ob. A"z Oc. Az gd. A"z"

Soit g non nulle dans £ (E). Laquelle des applications suivantes de £ (F) dans £ (E) n’est pas linéaire ?
Oa. frgof Ob. f— fog Oc. f—g+f Od. frsgofog

Si u et v sont deux endomorphismes de F tels que v = u o v, alors

Oa. Imu=Imv Ob.u=1Id Oc. Imv C Keru [ d. la restriction de v & Im v est l'identité
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Le groupe linéaire
7.4.3 Somme, somme directe, projecteur, hyperplan
Somme, somme directe

1. Soit w un endomorphisme de E. Quelle propriété est toujours vérifiée 7
Oa. Imu C Imu? Ob. Imu? C Imu Oc. Imu? NImu = {0} Od. E =Imu+ Imu?
2. Lequel des ensembles suivants est un supplémentaire dans I’espace vectoriel R? de la droite D = {(x,0) : z € R} ?
Oa. {(z,z):z € R} Ob. {(z,y) €R* |y #0} Oc. {(z,1): 2R} Od. {(0,1)}
Projecteur
1. Laquelle des applications suivantes est un projecteur de R??
Oa.pi:(zy)=(y,z) Ob.py:(zy)= (1,00 Oeps:(zy) = 0,2) DOd ps:(z,y) = (0,y)

2. Lequel des ensembles suivants est un sous-espace vectoriel de £ (E)?

[J a. ’ensemble des projecteurs [0 b. ’ensemble des symétries
[ c. I’ensemble des homothéties [0 d. 'ensemble des automorphismes de F
Symétrie

1. Lequel des sous-ensembles suivants de £ (E) n’est pas stable par Iapplication f — fo f?

[J a. ’ensemble des projecteurs [0 b. ’ensemble des symétries

[J c. I’ensemble des endomorphismes non nuls (1 d. ’ensemble des homothéties

2. Soit s une symétrie de I'espace vectoriel E. Laquelle des applications suivantes est un projecteur ?

1
Oa.s+1d Db.i(Id—s) Oc.s*—s Od.s*+s

Hyperplan



56 CHAPITRE 7. ESPACES VECTORIELS

7.5 Exercices

7.5.1 Espace vectoriel, application linéaire
Deéfinition, propriétés élémentaires

Sous-espace vectoriel

Exercice 1 : Exemples d’espaces vectoriels

1. Les ensembles F suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de I’espace vectoriel des suites réelles? Si oui, le
prouver.

(a) L’ensemble des suites réelles ayant une limite finie lorsque n tend vers +oo.

(b) L’ensemble des suites réelles bornées, c’est-a-dire 'ensemble des suites réelles (u,,) telles qu'il existe M > 0
tel que

VneN, |u, <M.
2. Les ensembles E suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de I’espace vectoriel F(R,R)? Si oui, le prouver.
(a) L’ensemble des fonctions 1-périodiques.
(b

) L’ensemble des fonctions croissantes.
(¢) L’ensemble des fonctions qui sont la somme d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante.

(d) L’ensemble des solutions de ’équation différentielle

ViER, y(t) 4+ Dy(t) = 0.

Exercice 2 : Combinaison linéaire

1. Dans F(R,R), f : x — cos?(z) est-elle combinaison linéaire de g : z + 1 et go : © — cos(2z) ?
2. Dans F(R,R), f : x> sin(2xz) est-elle combinaison linéaire de g : & — cos(x) et h : z — sin(x) ?

3. Dans R3, donner une condition nécessaire et suffisante sur a € R pour que le vecteur e; = (1,—a,1) soit
combinaison linéaire de es := (1,1,1) et e3 :== (a,0,2).
Exercice 3 : Fonctions trigonométriques

On pose E := F(R,R). Pour tout n € N, on définit les fonctions f, et g, par
Ve e R, fn(z) =cos(nz) et  gp(x):=cos"(x).

1. Montrer que Vect(fo, f1, f2) = Vect(go, g1,92)-
2. Montrer que pour tout n € N, g, € Vect (fo,-.., fn) et frn € Vect (go,---,n)-
3. En déduire que pour tout n € N, Vect (fo, f1,..., fn) = Vect (9o, 915+, gn)-

Exercice 4 : Espace vectoriel engendré

Soit u, v et w trois vecteurs d'un K-espace vectoriel E. Montrer que Vect(u,v) = Vect(u,w) si et seulement si

Ja, B,v€K, au+pPv+yw=0 et [y #£O0.

Exercice 5 : Union de sous-espaces vectoriels

Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que F' U G est un sous-espace vectoriel de F si et
seulement si ' C G ou G C F.

2. Soit (F;)ies une famille de sous-espaces vectoriels de E pour laquelle I # & et
Vi,jel, 3Jkel, F,UF;CF,.

Montrer que U;cr F; est un sous-espace vectoriel de E.
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Application linéaire
Exercice 6 : Caractérisation des homothéties

Soit f € L(FE). Le but de cet exercice est de montrer que f est une homothétie si et seulement si, quel que soit
x € E, x et f(z) sont colinéaires.

1. Montrer que si f est une homothétie, quel que soit € E, x et f(x) sont colinéaires.
2. Réciproquement, on suppose que quel que soit © € F, x et f(x) sont colinéaires.
(a) Montrer que pour tout € E \ {0}, il existe un unique A\, € K tel que f(z) = A\, x.
(b) Montrer que si z et y € E'\ {0} sont colinéaires, alors A, = A,.

)
(c) Montrer que si z et y € E'\ {0} ne sont pas colinéaires, alors A, = A,,.
)

(d) Conclure.

Exercice 7 : Automorphisme

Soit F et F' deux K-espaces vectoriels et u € L (E, F'). Montrer que

p: ExXF — EXF
(z,y) — (2,9 —u(z))

est un automorphisme de E x F.

7.5.2 L’algébre L (F)
L(E,F)
Exercice 8 : Calcul dans £ (E)
1. Soit f € L (E) tel que f3 = f? + f + Id. Montrer que f est un automorphisme.

2. Soit E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E. On suppose que f est nilpotent, c’est-a-dire qu’il

existe n € N tel que
fm=0.

Montrer que Idg +f est un automorphisme et calculer son inverse.

Le groupe linéaire
Exercice 9 : Automorphisme de R3

Soit
f: R? — R3
(z,y,2) — (z+2z,—2x+y,x+32)

Montrer que f € GL (R3).

7.5.3 Somme, somme directe, projecteur, hyperplan
Somme, somme directe

Exercice 10 : Exercice

Soit v et w deux vecteurs d’un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F' + Kv =

F + Kw si et seulement si
JueF, da,feK, u=av+pw et af#0.

Exercice 11 : Exercice

Soit E un espace vectoriel et F, G et H trois sous-espaces vectoriels de F.

1. Montrer que (FNG)+ (FNH) C FN(G+ H). Vérifiez sur un dessin qu’il est possible que cette inclusion soit
stricte.

2. Etablir que l'on a (FNG)+ (FNH)=FNI[G+ (FnH).
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Exercice 12 : Exercice

E, F et G sont trois K-espaces vectoriels, f € L(E, F) et g € L (F,G). Montrer que

Im(gof)=Img <= Kerg+Imf=F

Exercice 13 : Pseudo inverse

Soit E un K-espace vectoriel et u,v € L (F) tels que uovou=wuetvouov =v.
1. Montrer que F = Kerv & Im u.

2. Montrer que u(Imv) = Im u.

Exercice 14 : Rendre directe une somme

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E tels que F+G = E. On note F’ un supplémentaire
de FF'N G dans F. Montrer que
E=Fa&aG.
Exercice 15 : Supplémentaire

On se place dans E :=R3. On se donne a € R et on pose
e1 = (a,a,1), ey:=(1,a,1), e3:=(2,1,1).

On pose enfin A := Vect(e1) et B := Vect(ea, e3).
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour qu’il existe a, 5 € R tels que e; = aes + Pes.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que quel que soit (z,y,z) € R3, il existe o, 3,7 € R
tels que (z,y,2) = ae; + Bes + yes.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que A et B soient supplémentaires.

Projecteur
Exercice 16 : Somme de deux projecteurs

Soit E un K-espace vectoriel et p,q € L (E) deux projecteurs.
1. Montrer que p + ¢ est un projecteur si et seulement si pog=gqop=20.

2. On suppose que p + ¢ est un projecteur. Montrer que
Ker(p+q) =KerpNKerqg et Im(p+q)=Imp®Img.
Exercice 17 : Réduction d’une application linéaire
Soit F un K-espace vectoriel et f € L (FE) tel que
f2—5f+6Id=0.

1. Montrer que (f —2Id)o (f —31Id) =0.
2. En déduire que E = Ker(f — 21d) ¢ Ker(f — 31d).

Exercice 18 : Projecteur

Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soit f € L(F) et g un projecteur de E. Montrer que
Ker(f og) =Kerg @ (Ker f NImg).
2. Soit f un projecteur de E et g € L (E). Montrer que
Im(fog)=ImfnN(Kerf+1Imyg).
3. Soit f et g deux projecteurs de E. Montrer que f o g est un projecteur si et seulement si

Imfn(Kerf+Img) CImg® (Ker f NKerg).
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Symétrie
Exercice 19 : Centre de L (F)

Soit E un K-espace vectoriel. Le but de cet exercice est de montrer que les endomorphismes qui commutent avec
tous les autres sont les homothéties.
1. Montrer que si f € £ (F) est une homothétie, alors elle commute avec tous les endomorphismes de E.
2. Réciproquement, soit f € £ (F) un endomorphisme commutant avec tous les endomorphismes de E.
(a) Soit s une symétrie de E. Montrer que Ker(s —Id) et Ker(s + Id) sont stables par f.
(b) En admettant le fait que toute droite vectorielle admet un supplémentaire, montrer que quel que soit = € E,
x et f(x) sont colinéaires.
(¢) Conclure.

Hyperplan
Exercice 20 : Hyperplan
Soit E' un K-espace vectoriel et Hy, Hy deux hyperplans de E tels que H; C Hs. Montrer que Hy = Hs.
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Chapitre 8

Suites

« Les mathématiciens sont comme les francais : quoique vous leur dites, ils le traduisent
dans leur propre langue et le transforment en quelque chose de totalement différent. »

— JOHANN WOLFGANG VON GOETHE (1749-1832)

« M. CAucHY annonce que, pour se conformer au voeu du Conselil, il ne s’attachera plus
& donner, comme il a fait jusqu’a présent, des démonstrations parfaitement rigoureuses. »

— Conseil d’instruction de I'Ecole Polytechnique (1825)
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8.1 Suite réelle et complexe

8.1.1 Définition

Définition 8.1.1

On appelle suite numérique toute famille (u,) de réels, ou de complexes, indexée par N.

neN

Remarque

= Dans la suite de ce chapitre, ainsi que dans tous les chapitres d’analyse, K désignera le corps R ou C.

Définition 8.1.2

— On dit qu’une suite (u,) vérifie la propriété P a partir d’un certain rang lorsqu’il existe N € N tel que

la suite (uy),,>y vérifie la propriété P.
— On dit qu’une propriété P est asymptotique lorsque, quelles que soient les suites (u,) et (vy,) égales a
partir d’un certain rang, P ((u,)) est vrai si et seulement si P ((v,,)) est vrai.

Remarque

= Pour montrer qu’une propriété P est asymptotique, il suffit de se donner deux suites (u,) et (v,) égales & partir
d’un certain rang telles que P(u) est vrai et de montrer que P(v) est vrai.
Exercice 1

= La propriété « est nulle » est-elle asymptotique ? Montrer que la propriété « s’annule une infinité de fois » ’est.

8.1.2 Suite et relation d’ordre

Définition 8.1.3

On dit qu’une suite réelle (u,,) est
— croissante lorsque
VneN, u, <Upti-

— décroissante lorsque
VneN, upti < Up.

— monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.
— strictement croissante lorsque
VneN, u, <Upti-

— strictement décroissante lorsque
VneN, upy1 < upy.

— strictement monotone lorsqu’elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

Remarques

= Pour étudier la monotonie de la suite (uy), il est souvent utile de simplifier u,,11 — u, afin de déterminer son signe.
Si la suite (uy,) est & valeurs strictement positives, on peut comparer wu,1/u, & 1. Par exemple, si a > 0, la suite
de terme général a™ est croissante si a > 1 et décroissante si a < 1.

= Pour étudier la monotonie d’une suite donnée par son terme général, on peut aussi I’écrire u,, = f(n) et étudier la
fonction f.

= Les suites constantes sont a la fois croissantes et décroissantes ; ce sont d’ailleurs les seules. Certaines suites ne sont
ni croissantes ni décroissantes.
Exercice 2

= Etudier la monotonie des suites de terme général

Yo () (e3)

k=1
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Définition 8.1.4

On dit qu’une suite réelle (u,) est
— majorée lorsque
dAM eR, VneN, u, <M.

— minorée lorsque
dneR, VneN, wu,>m.

Les propriétés « est majorée » et « est minorée » sont asymptotiques.

Définition 8.1.5

On dit qu'une suite (u,) € KN est bornée lorsque
IMeR, VneN, |u,|<M

La propriété « est bornée » est asymptotique.

.

Remarque
= Une combinaison linéaire de suites bornées est bornée. De méme, le produit de deux suites bornées est borné.

Une suite réelle est bornée si et seulement si elle est majorée et minorée.

8.2 Notion de limite

8.2.1 Limite finie

Définition 8.2.1

Soit (u,,) € KN une suite et [ € K. On dit que (u,) converge vers [ et on note u,, —+> [ lorsque
n—r+00

Ve>0, INeN, ¥n>=N, |u,—I|<e.

La propriété « converge vers [ » est asymptotique.

.

.

Remarques
= Sil € K, la suite constante égale a [ converge vers [.
= Si (up) est une suite et [ € K, alors (u,) converge vers [ si et seulement si

Ve>0, INeN, Vn>=N, |u,—I|<e.

Cependant, conformément aux bonnes maniéres de I’analyse, nous éviterons le plus possible d’utiliser cette défini-
tion, car elle fait intervenir une inégalité stricte 14 ol une inégalité large suffit.

Définition 8.2.2

— On dit qu’une suite (u,) est convergente lorsqu’il existe [ € K tel que

Uy — .
n——+00

Si tel est le cas, [ est unique; on lappelle limite de la suite (uy,).
— Dans le cas contraire, on dit que (u,) est divergente.

.

Remarque
= Déterminer la nature d’une suite (u, ), c’est déterminer si elle est convergente ou divergente.
Exercice 3

= Soit (uy) une suite convergente d’entiers. Montrer qu’elle est constante a partir d’un certain rang. En déduire
que la suite de terme général (—1)™ diverge.
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Proposition 8.2.3

Toute suite convergente est bornée.

Proposition 8.2.4

7
| L

Soit (u,) une suite convergeant vers [ € K. Alors

Ty ——— 1 et |un| — |i].
—+o0 n—+oo

| 3
\

Proposition 8.2.5

Soit (uy) et (vy,) des suites convergeant respectivement vers I et lo € K.
— Si A\, pu €K, alors
Ay + pv, —— Ay + pls.
n—+00

— De plus
UpUVy — l1l2.
n—-+oo

— Enfin, si [ # 0, la suite (u,,) ne s’annule pas & partir d’un certain rang et

1 1

Uy n—too [y

.

Exercices 4

= Montrer que l’ensemble des suites réelles convergentes est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites
réelles.

= Soit (uy) une suite réelle positive telle que la suite de terme général u,, /(1 + u,) converge vers 0. Montrer que
la suite (u,) converge vers 0.

Proposition 8.2.6

Soit (uy,) une suite et [ € C. Alors

n—-+oo + +oo

Uy —— ] = [Re(u@_}—)Rel et Im(un)Tﬂml].

8.2.2 Limite infinie

Définition 8.2.7

Soit (uy) une suite réelle.
— On dit que u,, tend vers +oo lorsque n tend vers +oo lorsque

vmeR, dINeN, Vn>N, u,

\Y
3

Si tel est le cas, on note

Uy —— +00.
n—-+oo

— On dit que u,, tend vers —oo lorsque n tend vers +oo lorsque

VM eR, INeN, Vn>=N, u,

N
=

Si tel est le cas, on note

Uy — —OQ.
n——+0o0o

Ces propriétés sont asymptotiques. De plus u,, tend vers +oo lorsque n tend vers 400 si et seulement si —u,,
tend vers —oo lorsque n tend vers +o0.




8.2. NOTION DE LIMITE 65

Exercice 5
= Soit a € R. Montrer que n + « —— +00.
n—-+o00

Proposition 8.2.8

Si (u,) admet une limite dans R, alors cette limite est unique ; on I'appelle limite de la suite (u,) et on la note

lim wu,,.
n—oo

Remarque

= Une suite qui tend vers +o0o est divergente. On dit aussi qu’elle diverge vers +oo.
Exercice 6

= Une suite non majorée diverge-t-elle toujours vers +oo ? Une suite divergeant vers +oo est-elle toujours croissante
a partir d’un certain rang?

Proposition 8.2.9

Soit (uy) et (v,) deux suites réelles.
— Si u, tend vers +o0o et (vy,) est minorée, alors

Uy, + Uy —— +00.
n—4oo

— Si u, tend vers +oo et (v,) est minorée par m > 0, alors

UpVy — +00.
n—+00

Proposition 8.2.10

Soit (u,) une suite réelle.
— Si (uy,) diverge vers 400, alors il existe un rang a partir duquel u,, > 0 et

1
— ——0.
Up, n——+oo

— Si (uy,) converge vers 0 et est strictement positive, alors

1
— — s dsa.
Up n—-+4oo

.

8.2.3 Limite et relation d’ordre

Proposition 8.2.11

Soit (u,) une suite réelle admettant [ € R pour limite.
— Si (uy,) est majorée par M € R, alors | < M.
— Si (uy,) est minorée par m € R, alors I > m.

Remarques

= Si (un) et (vy,) sont deux suites convergeant respectivement vers I, et [, € R telles que
VneN, u,<v,

alors [, < l,. On dit que les inégalités larges passent a la limite.

= Cependant, les inégalités strictes ne passent pas a la limite.

Proposition 8.2.12

Soit (u,) une suite réelle admettant [ € R pour limite.
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— Si M est un réel tel que I < M, il existe un rang N € N tel que
Yn>N, wu, <M.
— Si m est un réel tel que | > m, il existe un rang N € N tel que

Yn>N, u,>=m.

Théoréme 8.2.13: Théoréme des gendarmes

Soit (an), (bn) et (u,) des suites réelles telles que
VTLGN, an < Up < by

On suppose que a,, et b, admettent la méme limite finie [ € R. Alors

Uy —— 1.
n——+0oo
Exercices 7
= Donner la limite éventuelle de la suite de terme général %

= Soit (uy) et (vy,) deux suites a valeurs dans [0, 1] telles que u, + vy, e 2. Que dire des suites (u,) et (vy)?
Soit (uy,) et (v,) deux suites réelles telles que
VneN, u, <uv,.
— si uy, m 400, alors v, m +00.

— si Up — —00, alors Uy ——> —OQ.
n—-+oo n—-+o0o

Exercices 8
= Donner la limite éventuelle de la suite de terme général n + sinn.

= Soit (u,) une suite réelle telle que la suite de terme général u,, 1 — u, converge vers a > 0. Montrer que la suite
(uy,) diverge vers +oo.

Proposition 8.2.15

Soit (u,) une suite, I € K et (v,) une suite réelle positive telle que
— VneN, |u,—1 < vy,
— v, ——— 0.

n—-+o0o
Alors

Uy —— 1.
n—-+oo

Exercice 9

= Soit a € R. Etudier la convergence de la suite de terme général
n
1 Z oika
n

k=0

8.2.4 Théorémes usuels et limites usuelles

Proposition 8.2.16

Soit (uy) et (v,) deux suites réelles ayant pour limites respectives I; et Iy € R.
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— Si l; 4+ I3 n’est pas une forme indéterminée

Up + vy, —— [ + s,
n—-+oo

— Si 115 n’est pas une forme indéterminée

UpUVy —— lllg.
n——+0o

— Si 1/l n’est pas une forme indéterminée

1 1

—_ .
Uy n—+oo [g

Proposition 8.2.17

Soit k € N*. Alors |
s — 0 et nk — +o00.
n n——+00 n——+o0o

Proposition 8.2.18

| .

Soit w un réel positif.
— Siw > 1, alors w" —— 4o00.
n—-+o0o

— Siw < 1, alors w™ —— 0.

n—+4oo

Proposition 8.2.19

Soit (u,) une suite de réels strictement positifs. On suppose que

u
W e Ry U{+oo}.
Unp, n——+00

— Siw < 1, alors u,, —— 0.

n——+00

— Siw > 1, alors u, —— +o0.

n——+00

Exercice 10

= Déterminer la limite éventuelle des suites de terme général

e” n
n!’ (1+i)n
Proposition 8.2.20

Soit f : D — K. On suppose qu’il existe a € R et [ € R (ou C) tels que

flz) — L

Si (uy,) est une suite d’éléments de D admettant a pour limite, alors

[ (un) St L

Exercice 11

= Déterminer la limite éventuelle de la suite de terme général

ooty
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8.2.5 Suite extraite

Définition 8.2.21

On appelle extractrice toute application strictement croissante de N dans N.

Remarque
= Les applications de N dans N définies par

YneN, ¢1(n)=n+1, pa(n) = 2n, w3(n) =2n+1

sont des extractrices.

Proposition 8.2.22

Si ¢ est une extractrice, alors
VneN, ¢(n)>=n.

r
.

Définition 8.2.23

Soit (uy,) une suite. On appelle suite extraite (ou sous-suite) de (uy) toute suite du type (uy(n)) ot ¢ est une
extractrice.

Proposition 8.2.24

Si (u,) est une suite admettant I € R (ou C) pour limite, toute sous-suite de (u,,) tend vers I.

\

Remarque

= Pour montrer qu’une suite (u,) n’admet pas de limite, il suffit de trouver deux extractrices ¢ et ¢ telles que les
suites de terme général u,, () €t Uy, () ont des limites différentes.

Exercices 12
= Montrer que la suite de terme général % + (—=1)" n’admet pas de limite.

= Soit (uy,) une suite réelle non majorée. Montrer qu’on peut en extraire une suite divergeant vers +oo.

Proposition 8.2.25

Soit (u,) une suite et I € R (ou C) tels que

Uy — l et Uop+1 —— l.
n——+00 n—-+o0o
Alors

Uy —— 1.
n—-+oo

,
\.

8.3 Propriétés de R

8.3.1 Voisinage

Définition 8.3.1

— Soit a € R. On dit qu'une partie ¥ de R est un voisinage de a lorsqu’il existe € > 0 tel que
V={zeR||z—a|<e}=[a—¢e,a+¢].
— On dit qu’une partie V de R est un woisinage de +oo lorsqu’il existe m € R tel que
V = [m, +ool.
— On dit qu’une partie V de R est un wvoisinage de —oo lorsqu’il existe M € R tel que

V =]—o0, M].
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— Soit a € C. On dit qu’une partie V de C est un voisinage de a lorsqu’il existe € > 0 tel que

V={zeC||z—a|] <e}.

Remarque

= La notion de voisinage permet d’unifier la notion de limite. Si (u,,) est une suite réelle et [ € R, alors

Uy —> 1
n—-+oo

si et seulement si, quel que soit le voisinage V de [, il existe NV € N tel que pour tout n > N, u, € V.

Proposition 8.3.2

L’intersection d’un nombre fini de voisinages de @ € R (ou C) est un voisinage.

8.3.2 Densité

Définition 8.3.3

On dit qu'une partie A de R est dense dans R lorsque

VeeR, Ve>0, JacA, |z—a<e.

Remarques
= Autrement dit, A est dense dans R si et seulement si, quels que soient & € R et le voisinage V de x, VN A # &.

= Une partie A est dense dans R si et seulement si pour tout z,y € R tels que = < y, il existe a € A tel que z < a < y.

Proposition 8.3.4

Une partie A de R est dense dans R si et seulement si pour tout € R, il existe une suite d’éléments de A
convergeant vers .

Proposition 8.3.5

Q est dense dans R.

\.

.

Remarque
= R\ Q est dense dans R.

8.3.3 Propriété de la borne supérieure

Définition 8.3.6

Soit A une partie de R. On dit que A admet une borne supérieure lorsque ’ensemble des majorants de A admet
un plus petit élément. Si tel est le cas, on le note sup A.

Remarques
= Soit b € R. Alors |—00, b] et |—oc0, b[ admettent b pour borne supérieure.

= Si une partie A de R admet un plus grand élément, alors elle admet une borne supérieure et sup A = max A.
Cependant, il est possible que A admette une borne supérieure qui n’appartienne pas & A; dans ce cas, A n’admet
pas de plus grand élément.

= Si une partie A de R admet une borne supérieure, alors elle est non vide et majorée.

Proposition 8.3.7

Soit A une partie de R et a € R. Alors « est la borne supérieure de A si et seulement si
— « est un majorant de A
Vae A, a<a.
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— « est le plus petit des majorants de A

Ve>0, da€A a>a—c.

Remarques
= Si A est une partie de R et a € R, dire que « est un majorant de A s’écrit : Va € A a < «. Par contre, pour
montrer (ou exploiter le fait) que « est le plus petit des majorants de A, deux phrases équivalentes s’offrent a nous.

VBER, [Va€e A, a<f] = a<pf

Ve>0, Ja€A a>2a-—c.

Nous emploierons le plus souvent la seconde.
= Pour exploiter le fait que « est le plus petit des majorants de A, on peut remplacer I'inégalité a > o — € par une
inégalité stricte
Ve>0, dJacA a>a—c.

Proposition 8.3.8

Soit A une partie de R et o € R. Alors « est la borne supérieure de A si et seulement si ¢’est un majorant de
A et qu'il existe une suite d’éléments de A convergeant vers «.

I Exercice 13

= Montrer que A = {”T_l in € N*} admet une borne supérieure que ’on calculera.

Théoréme 8.3.9

Une partie A de R admet une borne supérieure si et seulement si elle est non vide et majorée.

Exercice 14

= Soit A et B deux parties de R telles que A C B. On suppose que A est non vide et que B est majorée. Comparer
sup A et sup B.

Définition 8.3.10

Soit A une partie de R. On dit que A admet une borne inférieure lorsque ’ensemble des minorants de A admet
un plus grand élément. Si tel est le cas, on le note inf A.

Proposition 8.3.11

Soit A une partie de R et a € R. Alors « est la borne inférieure de A si et seulement si
— « est un minorant de A
Vae A, a>=a.

— « est le plus grand des minorants de A

Ve>0, dJac€A, a<a+te.

Proposition 8.3.12

7
| \

Soit A une partie de R et a € R. Alors « est la borne inférieure de A si et seulement si ¢’est un minorant de
A et qu’il existe une suite d’éléments de A convergeant vers .

.

I Exercice 15

= Montrer que A = {% +n:ne€ N*} admet une borne inférieure que ’on calculera.

.

Proposition 8.3.13

Une partie A de R admet une borne inférieure si et seulement si elle est non vide et minorée.
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Définition 8.3.14

On dit qu'une partie C' de R est conveze lorsque

Va,be C, a<b = [a,b]CC.

Théoréme 8.3.15

Les intervalles sont les parties convexes de R.

Remarque

= On en déduit que l'intersection d’une famille d’intervalles est un intervalle.

8.4 Suite monotone

8.4.1 Suite monotone

Théoréme 8.4.1: Théoréme de la limite monotone

Toute suite croissante majorée est convergente.

Remarque

= Si (uy,) est croissante et admet une limite [ € R en 400, alors
VneN, wu, <l
De plus, si (u,) est strictement croissante, alors
vneN, wu,<lI.

Exercices 16

= Soit a > 1 et (uy,) la suite définie par

Montrer que pour tout k > 2

En déduire la convergence de la suite (uy,).

= La limite de 'exemple précédent est notée ((a). On définit ainsi une fonction ¢ de ]1,+oo[ dans R, appelée
fonction zéta de Riemann. Montrer que ¢ est décroissante sur |1, +oo.

Soit (uy) une suite croissante.
— Si elle est majorée, alors elle est convergente.
— Sinon, elle diverge vers —+oo.

Exercice 17

= Soit (uy) la suite définie par

"1
VneN, u, ::ZE.
k=1

Montrer que usg, — u, est minoré par un réel a > 0. En déduire que (u,,) diverge vers +oc.

Toute suite décroissante minorée est convergente.
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Soit (uy,) une suite décroissante.

— Si elle est minorée, alors elle est convergente.
— Sinon, elle diverge vers —oo.

8.4.2 Etude des suites définies par u, 1 = f(u,)

Remarques

= Lorsqu’on étudie une suite définie par une relation de récurrence du type wu,11 = f(u,), on procéde comme suit.

FEtude de f et tracé de son graphe
On commencera par tracer le graphe de f en prenant soin de placer correctement ce graphe par rapport a la
droite d’équation y = x. En pratique, on étudiera les variations de f, ses limites aux bornes du domaine de
définition, ainsi que le signe de ¢(x) = f(z) — z.
Tracé des escaliers et conjectures
Dans le cas ol f est croissante, un dessin de l'escalier des premiers termes de la suite (u,) permet d’établir
une conjecture concernant son comportement asymptotique en fonction de a.
Recherche d’un intervalle stable par f
On cherche ensuite un intervalle I de R, stable par f, tel que ug € I. On en déduit que la relation de récurrence
définit bien une suite (u,) et que

vneN, wu,¢€l.

Démonstration des résultats annoncés

Si ¢ est de signe constant sur I, alors (u,) est monotone. C’est le signe de ¢ qui donne le sens de variation de
(un). Elle admet donc une limite [ € R qui est soit une extrémité de I, soit un élément de I. Dans le cas oil
leIet festcontinue enl, ona f(I) =1.

= Remarquons que la croissance seule de f permet de montrer la monotonie de (uy,).

Exercices 18

= Soit @ > 0 et (u,,) la suite définie par
up:=a et YneN, wuyi1:=+vV1+u,.
Etudier la limite éventuelle de la suite (u,,).
Y
y=2x
_y=+14+x
/
[
x
= Soit @ € R et (u,) la suite définie par
242
up=a et meN, uy41 = u”; .
Etudier la limite éventuelle de la suite (uy,).
Remarque

= Si f est décroissante, on étudie les suites (uay,) et (ugn41). Ces suites vérifient une relation de récurrence faisant
intervenir f o f. On commence par étudier la suite (u2,). Comme f est décroissante, f o f est croissante, et on est
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ramené au cas précédent. Puis, en remarquant que ug, 11 = f(u2,), on en déduit la limite, si elle existe, de (uzp41)-
Si ces deux suites admettent la méme limite I € R, alors (u,) converge vers [. Dans le cas contraire, la suite (u,)
est divergente.

Exercice 19
= Etudier la suite (u,) définie par
3 9

up =0 et YVneN, wu,41:=1- Zu"

8.4.3 Suites adjacentes

Définition 8.4.5

Soit (uy) et (v,) deux suites réelles. On dit que (uy,) et (v,,) sont adjacentes lorsque
— VneN, wu, <uv,,
— (uy,) est croissante et (v,) est décroissante,

— Up — Up ————> 0.
n——+oo

Remarque

= Si deux suites (uy) et (v,) vérifient les deux derniers points, alors elles vérifient le premier point. En théorie il est
donc inutile de le vérifier, mais 'usage veut qu’on le fasse.

Proposition 8.4.6

Soit (uy,) et (vy,) deux suites adjacentes. Alors (u,,) et (v,) convergent vers la méme limite [ € R. De plus

YneN, u, <Il<u,.

Exercice 20

= Montrer que les suites (u,) et (v,,) définies par

n 1 2n 1
VYn € N*, unzzz et vn::Z—
k:1n+k k:nk

sont adjacentes. En utilisant une comparaison avec des intégrales, montrer qu’elles convergent vers In 2.
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8.4.4 Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Théoréme 8.4.7: Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Toute suite bornée admet une sous-suite convergente.

Exercice 21

= Soit x € R\ Q, (p,) une suite d’entiers relatifs et (g,,) une suite d’entiers naturels non nuls tels que

Montrer que g, —— 4o00.
n—+oo
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8.5 Qcm

8.5.1 Suite réelle et complexe
Définition
Suite et relation d’ordre

1. Soit a > 0. La suite (u,),, oy définie par u, = n!/a™ est croissante a partir d’'un certain rang

O a. pour tout a > 0 O b. seulement pour a dans |0, 1]

[ c. seulement pour a > 1 (] d. pour aucune valeur de a

2. La suite réelle (uy,) définie par u,, = 2n + (—1)" est

neN

[ a. croissante O b. décroissante

[J c. non monotone (1 d. croissante et décroissante selon la parité de n

8.5.2 Notion de limite
Limite finie
1. Laquelle des conditions suivantes est incompatible avec le fait que la suite réelle (uy,), .y soit périodique ?

Un), ey €St bornée

Oa. (

O b. (un),cy est convergente

O c. (un),,cy est strictement croissante
O d.

(Un),cn €st strictement positive

2. Soit (un)n>1 une suite réelle telle que pour tout € > 0, il existe un rang N tel que

pour n > N. Alors (uy,)n>1 converge vers 0 car

O a. 0 < limwu,, < ¢ pour tout € > 0 donc limu,, =0
O b. 1/n + ¢ tend vers 0 quand n tend vers +00 et € tend vers 0
O c. 1/n tend vers 0 donc si € > 0 est fixé, 0 < u,, < 2e pour n assez grand

O d. En prenant € := 1/n, on a 0 < u, < 2/n pour n assez grand

3. Lorsque t est un nombre réel, la suite u,, == ™ converge pour
? 3

Oa.t=0 [27] Ob.t=0 [n]

O c. aucune valeur de ¢ O d. tout réel ¢

Limite infinie
Limate et relation d’ordre

1. Soit I un intervalle et (uy, ),y une suite d’éléments de I qui converge. Pour quel intervalle I est-on certain que
la limite de (uy), o reste dans 17

Oa. 10,1] O b. [0,1] Oc. [0,1] O d. ]0,+oo]
2. Parmi les conditions suivantes, laquelle est suffisante pour que la suite réelle (u,),>0 tende vers 17

O a. (Jun|)n>0 converge vers 1
O b. (un)n>0 est croissante et majorée par 1 ou décroissante et minorée par 1
O c. Ju, — 1] < 1/n a partir d’un certain rang

[J d. la partie entiére de u,, tend vers 1
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3. Parmi les conditions suivantes, laquelle est nécessaire pour que la suite réelle (uy)n>0 tende vers 17

O a. (|un|)n>0 converge vers 1
O b. (un)n>0 est croissante et majorée par 1 ou décroissante et minorée par 1
O c. Ju, — 1] < 1/n a partir d’un certain rang

O d. la partie entiére de u,, tend vers 1
4. Si (un),cn est une suite réelle telle que
1 1
1——<u, <24+ —
n n
pour tout n > 1, alors

Oa. limu, €[1,2] Ob. limu, €]1,2]
Oec. limu, = % 0O d. u, ne converge pas forcément

Théoréemes usuels et limites usuelles

1. Quelle est la limite de la suite n'/™?

Oa.0 Ob. 1 Oc.e Od. +
2. Quelle est la limite de u,, = 4;[_3: ?
Oa. + o0 Ob. 2 Oec. 1 Od. 2"

3. Soit (un),s, une suite de réels strictement positifs qui tend vers 1. Alors la suite vy, = uy;

O a. tend aussi vers 1 [ b. converge vers 0 [ c. diverge vers +oo [ d. est une forme indeterminée

Suite extraite

1. Laquelle des suites suivantes est extraite de la suite (u2n),,5¢?

Oa. (usn),>o Ob. (u2n+1),50 Oe. (uzn+2),50 Od. (un2),>0

2. Soit (un), ¢y une suite de réels strictement positifs. Laquelle des conditions suivantes permet de dire que (u,,)
est strictement décroissante a partir d’un certain rang?

neN

U a. u, tend vers 0 O b. upq1 — uy, tend vers 0
U U 1
Oec. L tend vers 1 Od. L tend vers —
Unp, Unp, 2

8.5.3 Propriétés de R
Voisinage
Densité

1. Parmi les parties suivantes, laquelle est dense dans R ?

Oa. Z O b. {Z:O<p<q} Oe. {2kn:keZ} Od. {2kn:keQ}

Propriété de la borne supérieure

1. Quelle est la borne supérieure de l'intervalle [0, 1[?

Oa. 1 Ob.1 Oc. [1,4+00] O d. le plus grand réel strictement inférieur a 1
2. Quelle est la borne supérieure de {z € [—2,2] | x? <2}7?

Oa. 4 Ob. V2 Oc. —V2 0d.o



8.5. QCM 7

3. Parmi les ensembles suivants, lequel admet une borne supérieure 7
Da. {zeR|z<z+1} Ob. {zeRy |z< -1}

Oec. {:L‘ € [—2m, 27]

sinx:;} Od.zZ

4. Si f: R — R est une fonction décroissante, la quantité Sup {f (xz) cx € [-1, 1]} vaut

O a. f(0) Ob. f(1) Oec. f(-1) O d. max(f(1), f(—1))

5. Soit A une partie non vide de R. Laquelle des propositions suivantes signifie que le réel a est la borne supérieure
de A.
O a. z < a pour tout x € A Ob.a€ Aet x <apourtout x € A

<
O c. < a pour tout 2 € A et pour tout b < a on peut trouver un élément de A dans 'intervalle ]b, a]
<

O d. z < a pour tout 2 € A et on peut trouver b < a tel que I'intervalle b, a[ soit inclus dans A

8.5.4 Suite monotone
Suite monotone
1. Soit (), une suite strictement positive et décroissante. Alors

O a. (un), ey converge et sa limite est positive ou nulle

O b. (un), ey converge vers 0

O c. (un), oy converge et sa limite est strictement positive
Od

- (Un), ey converge et est constante a partir d’un certain rang

2. Soit (), une suite réelle croissante. Laquelle des conditions suivantes n’est pas suffisante pour affirmer que
(tn),cy converge?
O a. (un),cy est majorée
O b. la suite (Ugn)neN converge
O c. la suite (upq1 — Un), ey tend vers 0

O d. la suite extraite (uz2,),y est bornée

Etude des suites définies par u, 1 = f(u,)

1. Soit (un)n>0 une suite définie par son premier terme ug > 0 et la relation de récurrence u,4+1 = u, + u% Alors

O a. (un), s, converge car elle est croissante
O b. (un)n>0 est strictement croissante donc elle tend vers +oo
O c. (un),>, est décroissante positive donc converge et sa limite [ vérifie [ =1 + I? donc est nulle

O d. (un),,>( est croissante et non majorée
z

Suites adjacentes

1. Soit (un),cy une suite strictement positive. Laquelle des conditions suivantes suffit pour dire que les suites
(—tn),en €t (Un), oy sont adjacentes ?

(Un),cn est décroissante

O b. (un), ey converge vers 0

O c. (un), ey est décroissante et converge vers 0

O d. (un),cy est croissante et converge vers 0

2. Soit (up)n>1 une suite réelle croissante. On pose v, = u, + 1/n. Les suites (up)n>1 €t (v, )n>1 sont adjacentes
lorsque

O a. (un)n>1 converge O b. (un)n>1 est majorée

1 1

O c. pour tout n € N*, — Uy & ————— O d. pour tout n € N*, — Uy = ——————
1% n+1 n X ?”L(Tl-i-l) p n+1 n = n(n+1)
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3. Soit u, ==1—1/n pour n > 1. Si (vy,) est une suite adjacente avec (u,), alors

[J a. pour tout n, on a v, > 1 O b. pour tout n, on a v, —u, = 1/n

Oc. limv, >1 O d. (vy,) est croissante

Théoreme de Bolzano-Weierstrass
1. Le théoréme de Bolzano-Weierstrass dit
(] a. qu’une suite réelle bornée converge
[J b. qu’'une suite réelle bornée admet une sous-suite qui converge

O c. que toute sous-suite d’une suite réelle bornée converge

O d. qu’'une suite qui converge est bornée
2. Soit (uy), ey une suite réelle. Combien y a-t-il de sous-suites de (un),,, qui convergent ?

[J a. il n’y en a pas forcément 0 b. il y en a au moins une

O c. il y en a toujours une infinité O d. il n’y en a qu'un nombre fini
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8.6 Exercices

8.6.1 Suite réelle et complexe
Définition

Suite et relation d’ordre

8.6.2 Notion de limite

Limite finie

Exercice 1 : Minimum et Maximum

79

Soit u et v deux suites réelles convergeant respectivement vers [, et [,. Montrer que les suites de terme général

max(ty, v,) et min(u,, v,) sont convergentes et calculer leurs limites.

Exercice 2 : Plus grand et plus petit élément

Soit (uy,) une suite de réels. On pose
A= {uy :n e N}.

1. On suppose que (u,) diverge vers +0o. Montrer que A admet un plus petit élément.

2. On suppose que (u,) converge. Montrer que A admet un plus petit ou un plus grand élément.

Exercice 3 : Quelques calculs de limite

Montrer que les suites suivantes, définies par leur terme général, admettent une limite que 1’on calculera.

sin(n?) n® +5n 2n+ (—1)" .
a. , b. : c. ——————, d. ¥/3 +sinn,
n 5n3 + cosn + 25 5n + (—1)n+! mn
1\" 2 — -1H" 1 1 "
e. (1 - \/ﬁ> ) f. Arctan (n Ti;(:_t ;;( ) ) ) 8. <5 sin 3 + 5 cos n) 5
N : b\" ,
h. — » |kx], i (a+— ol a et b sont réels et a > 0.

n? e n

Exercice 4 : Une manipulation fine d’c

Soit (uy,) une suite réelle telle que
k1
Vk,n}l, Ogungi‘kf
n k
Le but de cet exercice est de montrer que (u,) converge vers 0 de deux maniéres distinctes.

1. (a) Soit € > 0. Montrer qu'il existe une constante C telle que

Yo >1, |u,| < —+

3Q
w_\m

(b) En déduire que (u,) converge vers 0.

2. Montrer directement ce résultat en choisissant judicieusement k.

Exercice 5 : Théoréme de Cesaro

Etant donnée une suite complexe (u,,), on définit la suite (c,) par

uptug +otu, 1L
Vn>1, c¢,:= :quk
n nk:l

appelée moyenne de Cesaro de la suite (uy,).

1. On suppose dans cette question que (u,) est convergente. Il existe donc I € C tel que

Uy —— 1.
n—-+oo

On souhaite montrer que (c¢,) converge vers [.



80 CHAPITRE 8. SUITES

(a) Soit € > 0. Montrer qu’il existe Ny € N* tel que

4 L
vn > Ny, ‘Cnil‘gml |+ + Jun,—1 |+f
n 2
(b) En déduire qu’il existe N € N* tel que
VYn>=N, |e,—I<e¢

et conclure.
2. Réciproquement, on suppose (¢, ) convergente. Peut-on en déduire que (u,) est convergente ?
3. Que dire si (uy) est une suite réelle divergeant vers 400 ?

Exercice 6 : Applications du théoréme de Cesaro

Dans cet exercice, on pourra utiliser librement le théoréme de Cesaro.

1. Soit (uy,) une suite complexe telle que wu,4+1 — u, converge vers [ € C. Montrer que

Exercice 7 : Autour de Cesaro

Soit (u,) une suite complexe convergeant vers [ € C.
1. Montrer que la suite (v,,) définie par

2 1
Vn € N*, vn::uqu U2t +nun:7zkuk
n

converge vers [/2.

2. Montrer que la suite (w,,) définie par

VneN, wy,:= (o)uo + (Jur+ -+ (1) un - zn: (n)uk

converge vers [.

Exercice 8 : Produit de Cauchy

Soit (uy,) et (v,) deux suites complexes convergeant vers 0. On suppose qu'’il existe M € Ry tel que
n
Vn € N, Z\uk| < M.
k=0

Montrer que

n
E UpVp— — 0.
Pt n—-4o0o

Limite infinie
Limite et relation d’ordre
Exercice 9 : Calcul de limite

1. Montrer que
1 1 1
Vp € N¥, gm(”*) <2
p+1 P p
2. En déduire la limite de la suite de terme général

"1
;nnLk'
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Exercice 10 : Calcul de limite

Déterminer les limites des suites de terme général
1 1 - 1 < k!
. —— b. —, . —_— d. —.

Exercice 11 : Exercice

Soit (un) et (vy,) deux suites d’éléments de [0, 1] telles que

Up Uy — 1.
n——+oo

Montrer que (u,) et (v,) convergent toutes les deux vers 1.

Théoréemes usuels et limites usuelles
Suite extraite
Exercice 12 : Suites divergentes

Montrer que les suites suivantes, définies par leur terme général, sont divergentes

mr) 5n? +sinn 2+ nsin (%)

a. cos (— e C. :
( 4 2(n+1)%cos %X ncos (¥ + 4F)

Exercice 13 : Autour de la notion d’extractrice
1. Soit (u,) une suite réelle prenant un nombre fini de valeurs. Montrer que 'on peut en extraire une suite
constante.
2. Soit (uy,) une suite réelle ne divergeant pas vers +oo. Montrer que 'on peut en extraire une suite majorée.

3. Soit (u,) une suite complexe et [ € C. Montrer I’équivalence entre les deux propositions suivantes.
— Il existe une suite extraite de (u,) convergeant vers [.
— Quel que soit € > 0, ’ensemble
Ac={neN||u, -1 e}

est infini.
Donner un exemple d’une suite non convergente vérifiant cette propriété.

4. Montrer que de toute suite réelle divergeant vers +oco, on peut extraire une suite croissante.

Exercice 14 : Convergence et suites extraites

1. Soit (u,) une suite réelle croissante. On suppose que (u,) admet une suite extraite convergente. Montrer que
(up,) converge.

2. Montrer que si les suites extraites de terme général us,, usn+1 et usg,1o convergent vers le méme complexe [,
alors (u,,) converge vers .

3. On suppose qu'’il existe un réel [ tel que pour tout entier k > 2, la suite (ugy,)nen converge vers [. Peut-on en
déduire la convergence de la suite (uy,)?

8.6.3 Propriétés de R
Voisinage
Densité
Exercice 15 : Partie dense
On pose
A= {a—&—b\/i:a,beZ}
1. Montrer que

Vr,ye A, VYn,m € Z, nr+my € A
Va,y € A, xy € A.
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2. En déduire que la suite (u,,) définie par
YneN, wu,:= (\@f 1>n

est une suite d’éléments de A convergeant vers 0.

3. Montrer que A est dense dans R.

Propriété de la borne supérieure
Exercice 16 : Comparaison de deux ensembles
Soit A et B deux parties non vides de R telles que
V(a,b) e AxB a<b

1. Montrer que sup(A) et inf(B) existent et que sup(A) < inf(B).
2. Sil’on suppose maintenant que quel que soit (a,b) € AX B on a a < b, peut-on en conclure que sup(A) < inf(B)?

Exercice 17 : Borne supérieure
Soit A une partie bornée non vide de R. Montrer que
sup |z —y| = sup(A) — inf(A4).
(z,y)€A?
Exercice 18 : Calcul de bornes supérieures

Déterminer, si elles ou ils existent, les bornes supérieures, bornes inférieures, plus grands éléments, plus petits
éléments des parties de R suivantes.

1 1
A = {+:(nap)€N*2}a
n p
n_ 1
B = { ’I’:nEN*},
Tl‘i’;
1
c = {nJr(l)p:(n,p)EN*xN}.

Exercice 19 : Bornes supérieures

Soit A et B deux parties de R non vides et majorées. Soit A un nombre réel. On pose

C = {a+b:a€A be B},
D = {MAa:a€A},
E = {a-b:a€cA beB}.

1. Montrer que sup(C) existe et vaut sup(A) + sup(B).
2. Que peut-on dire de existence et de la valeur de sup(D), sup(F) ? On pourra formuler des hypothéses supplé-
mentaires adéquates sur A et B.

Exercice 20 : Un théoréme de point fixe

Soit a,b € R tels que a < b et f : [a,b] — [a,b] une application croissante. Montrer qu’il existe ¢ € I tel que
f(¢) = c. Pour cela, on pourra considérer la partie

A= {x € a,b]| f(x) > x}.

8.6.4 Suite monotone

Suite monotone
Exercice 21 : Moyenne arithmético-géométrique

Soit a et b deux réels positifs. Soit (u,) et (v,) les suites initialisées par ug = a et vy := b et définies par la

récurrence
Uy + Vp

Vn >0, Upt1 = upvy, et vpi1 = 5
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1. (a) Montrer que (uy,) et (v,) sont bien définies, puis que
Yn>1, u, < v,

(b) En déduire la monotonie des suites (uy,) et (vy,).
(¢) Montrer que (uy,) et (v,) sont convergentes et ont méme limite que I'on note M (a, b).

)
)
(a) Calculer M(0,1) et M(1,1).
(b) Montrer que si 0 < z < y, alors M(1,z) < M(1,y).

2.

Exercice 22 : Suite définie implicitement

Pour tout n > 2, on définit la fonction f, : [0,1] — R par

Vo € [0,1], falz) =2" —nz+1.

1. Montrer que pour tout n > 2, il existe un unique z € [0, 1] tel que f,(z) = 0. On note cet élément wu,,.
2. Pour tout n > 2, déterminer le signe de fi,11(un) — fn(uyn). En déduire que (u,) est monotone.
3. Montrer que (u,) converge vers 0.
4. Montrer que
1
c’est-a-dire que nu,, tend vers 1 lorsque n tend vers +oo.
Etude des suites définies par u,,, = f (un)
Exercice 23 : Quelques applications directes du cours
Etudier les suites (u,,) définies ci-dessous.
1L ueR et VneEN, wupi1=u,(l—uy).
2.up020 et VneN, wupr1;=2In(1+uy).
3.up=20 et YVneN, wu,4q = ﬁun
Exercice 24 : Un point fixe attractif, puis répulsif
Soit @ > 0 et f la fonction définie sur R par
14 a?
Ve >0 =a - ——.
20, f(z)=a 1+ 22

Soit a > 0 et (uy,) la suite définie par ug == a et
Vn € Na Up+41 = f(un)

Le but de cet exercice est d’étudier la convergence éventuelle de la suite (u,,).

1. (a) Etudier la monotonie de f ainsi que la position de son graphe par rapport a la premiére bissectrice. On
montrera en particulier que € R est un point fixe de f si et seulement si il est racine de

P(z) = (z — a)(z? + azx + (1 + a?)).

(b) Tracer sur le méme dessin le graphe de f ainsi que la premiére bissectrice.

2. (a) Etudier la monotonie de f o f.
(b) Montrer que x € R est un point fixe de f o f si et seulement si il est racine du polyndome

Q(z) = (z — a)(2* + az + (1 + a*)) (2 — a(1 + a®)z + 1).

(¢) Etudier la position du graphe de f o f par rapport a la premiére bissectrice en discutant selon les valeurs
de a. Dans les différents cas, on tracera le graphe de f o f ainsi que la premiére bissectrice.

Dans la suite de l'exercice, on définit la suite (v, ) par
Vn €N, v, = ug,.

On remarquera que, pour tout n € N, v,11 = (f o f)(vn).
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3. Montrer que la suite (v,,) est monotone et bornée.
4. On suppose dans cette question que a < 1.
(a) Montrer que (v,,) converge et calculer sa limite.
(b) Qu’en déduire pour la suite (uy)?
5. Dans cette question, on suppose que a > 1.

(a) Si a < a, montrer que (v,) converge vers un réel a; strictement inférieur a a. En déduire que la suite (u,)
diverge.
(b) Que dire si ug >a? Siug=a?
Suites adjacentes
Exercice 25 : Suites adjacentes

Montrer que les suites suivantes sont adjacentes.

Exercice 26 : ¢ est irrationnel

Le but de cet exercice est de montrer que e est un nombre irrationnel.

1. Soit (uy) et (vy,) les suites définies par
. 1
Vn € N, un::E — Uy = Uy + —

(a) Montrer que (uy,) et (vy,) sont adjacentes.
(b) On note ! leur limite commune. On suppose que [ est rationnel et on note [ = g. Montrer que

¥n € N*, E:m <§:m

(c) Conclure a une absurdité en choisissant n = q.
2. Le but de cette question est de montrer que [ = e.

(a) Montrer que
-0,
Vnen, Zk, / Qe

(b) Montrer que

puis conclure.

Théoréeme de Bolzano- Weierstrass
Exercice 27 : Récurrence

Soit (uy,) une suite complexe telle que

u
VneN, Upjo=1Upsi1+ 2%
On définit la suite (m,,) en posant, pour tout n € N, m,, := max(|uy|, [tnt1])-

1. Montrer que

1
VneN, mpy1 < <1 + 2n) My,
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2. En déduire que
VneN, m,<e’mg
puis que (uy,) est bornée.
D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe donc une extractrice ¢ : N — N telle que la suite (u(,,)) converge.

3. Déterminer un réel a tel que

Vn €N,  |ugm) — tn| < ;in.

4. En déduire que la suite (u,) converge.
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9.1 Matrice

9.1.1 Matrice

Définition 9.1.1

Soit K un corps et ¢,p € N. On appelle matrice & g lignes et p colonnes a coefficients dans K toute famille
A = (a;,j)1<i<q d’éléments de K indexée par [1,¢q] x [1, p].
1<g<sp

On note M, ,, (K) Pensemble des matrices & ¢ lignes et p colonnes & coefficients dans K.

. w

Remarque

™ On appelle matrice nulle & g lignes et p colonnes et on note 0,4, ou plus simplement 0 la matrice de M, , (K) dont
tous les coeflicients sont nuls.

87
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Définition 9.1.2

Pour toute matrice A € M, , (K), on définit
— la famille (Iy,...,1l;) des vecteurs ligne de A, ou pour tout ¢ € [1,q], l; == (a;1,...,a;p) € KP.
— la famille (¢1,...,¢p) des vecteurs colonne de A, ou pour tout j € [1,p], ¢; = (a1 ;,...,aq,;) € K9.

Définition 9.1.3

On dit qu'une matrice A est
— une matrice colonne lorsqu’elle ne posséde qu’une seule colonne.
— une matrice ligne lorsqu’elle ne posséde qu'une seule ligne.

.

\.

Remarque

™ Sin € N, lapplication ¢ de K™ dans M,, 1 (K), qui & (21, ...,2,) associe

Ty

Ty
est une bijection. Elle permet d’identifier K™ et M,, 1 (K), identification que nous ferons parfois dans ce cours.
Cependant, on ne se permettra pas d’identifier K™ et M, ,, (K).

= Si A € Mg, (K), cette identification permet de considérer que les vecteurs colonne de A sont des éléments de
M1 (K) et donc des matrices colonne.

Définition 9.1.4

On appelle transposée de A € My, (K) et on note AT la matrice de M,, , (K) dont les vecteurs colonnes sont
les vecteurs lignes de A. Autrement dit

vielpl, Vielld, [AT],; =aj:

Exemple

= Si on pose

1 2 3 L4
A= € Mss (K) , alors AT =12 5 Mo (K) .
4 5 6 ’ 3 6 ’

Soit A € M, (K). Alors
(A7) = A.

9.1.2 DMatrice carrée

Définition 9.1.6

On dit qu’une matrice est carrée lorsqu’elle posséde autant de lignes que de colonnes. L’ensemble des matrices
carrées a n lignes et n colonnes est noté M, (K).

Définition 9.1.7

On appelle matrice identité et on note I, la matrice de M,, (K) définie par

1 sii=j

0 sinon.

Vi,j €[1,n], [l];; =0di;= {
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.

\.

Définition 9.1.8

— On dit que D € M, (K) est diagonale lorsque

Vi,je[[l,'fl]], Z#]zd%J:O

On note D, (K) I'ensemble des matrices diagonales a n lignes et n colonnes.
— Si Aq,..., Ay €K on note Diag (A1, ..., A,) la matrice
AL
s (0)
Diag(A1,..., ) =
0
An

— Les matrices Diag (), ..., \) oit A € K sont appelées matrices scalaires.

.

.

Définition 9.1.9

On dit que T € M,, (K) est triangulaire supérieure lorsque

Vi,jel,n], i>j=>t;,;=0.

On note T, (K) Pensemble des matrices triangulaires supérieures a n lignes et n colonnes. Graphiquement, une
matrice triangulaire supérieure 7' s’écrit

Al * ..................... *
0 o«
An

.

\.

Remarque

= On dit qu’une matrice T € M,, (K) est triangulaire inférieure lorsque
Vi,jel,n], j>i=t,;=0.
Autrement dit T est triangulaire inférieure si et seulement si T'" est triangulaire supérieure.

Définition 9.1.10

Soit A € M,, (K).
— On dit que A est symétrique lorsque AT = A c’est-a-dire lorsque

Vi,j € [L,n], aji=ai;.

On note S, (K) I'ensemble des matrices symétriques a n lignes et n colonnes.
— On dit que A est antisymétrique lorsque AT = —A c’est-a-dire lorsque

Vi,j € [Ln], aj;=—a;;.

On note A, (K) 'ensemble des matrices antisymétriques & n lignes et n colonnes.

.
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Remarque
= Les formes générales d’une matrice symétrique A € S,, (K) et d’une matrice antisymétrique B € A,, (K) sont

a1 Qi ot Qip 0 a2 -+ Qip
a a : —a 0

A= 1,2 2,2 ot B— 1,2
a17n “ .. .« .. an7n _al,n ... ... 0

Définition 9.1.11

Soit A € M,, (K). On appelle trace de A et on note tr(A4) la somme de ses coefficients diagonaux.

tr(A) = Z ak,k
k=1

9.2 Opérations sur les matrices

9.2.1 Combinaison linéaire

— Soit A, B € Mg, (K). On définit A + B comme la matrice de M, , (K) définie par
Vie[l,q], Vie[l,p], [A+Bl;=aij+bi;

— Soit A € Mg, (K) et A € K. On définit A - A comme la matrice de M, , (K) définie par

Vie[l,q), Vie[lp]l, [A-A];=Aa;.

.

\.

Remarque
= Les matrices scalaires sont les A, ou A\ € K.

(Mgp (K),+,-) est un K-espace vectoriel dont I’élément neutre est la matrice nulle.

Définition 9.2.3

Pour tout ¢ € [1,¢] et j € [1,p] on définit F; ; comme la matrice de M, (K) définie par

1 sik=ietl=j

Vke[l,q], VIie[l,p], [Fi;l,, =0rdj=
[L.4] (LAl 1 ’]]k’l G {O sinon.

Les matrices E; ; sont appelées matrices élémentaires.

.

Remarque
= Pour toute matrice A € M, , (K), on a

En particulier, Vect(E11,...,E1p,..., Eq1,..., Eqp) = Mg, (K).

La transposition est linéaire
VA, Be My, (K), YA\puekK, (A+uB) =XAT +uB".
De plus cette application est un isomorphisme de M, , (K) dans M, ; (K).
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— D, (K) et T, (K) sont des sous-espaces vectoriels de M, (K).
— S, (K) et A, (K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de M,, (K).

Remarque

= Si A e M, (K)

(A+AT) +
est la décomposition de A dans M,, (K) =S, (K) & A, (K).

(A A7)

DN | =

La trace est une forme linéaire sur M, (K).

9.2.2 Produit
Définition 9.2.7

Soit A € M, 4(K) et B € My, (K). On définit AB comme la matrice de M, , (K) définie par

q
Vie[l,r], Vje[lp], [ABl; = aixrbk;-
k=1

biy | b | b

k bt by j - br.p

bg,1 byj | by.p

aia aj kg A1,q C1,1 7 Cllj o Clp

i ai o Gig e g | Cip
Qp 1 e Qo fo Ay q Cp1 Crg Cr.p

Remarques

= Il est possible que le produit AB ait un sens sans que le produit BA en ait un. Mais si ces deux produits en ont
un, en général, AB # BA. Enfin, il est possible que AB = 0 sans que A =0 ou B = 0.

= Si A, B e M, (K), on dit que A et B commutent lorsque AB = BA.
= SiAe Mg, (K), X e M1 (K) et Y € Mg, (K) alors
a11Z1 +a12%2 + - Fa1pTp =N
AX =Y < :

Gq 171 + Gq,2T2 +ee Aq,pTp = Yq-
= Si on note Cy,...,C, € My (K) les vecteurs colonne de A € M, (K) et si X == (z1 --- z,) € M, (K), alors
AX = z1Cy + -+ xpCp.

Exercice 1

= Soit A1,..., A\, € K deux a deux distincts. Montrer qu'une matrice A € M, (K) commute avec B =
Diag (A1,...,An) si et seulement si elle est diagonale.
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Proposition 9.2.8

Soit A € M, , (K). Alors A = 0 si et seulement si

VX € M,y (K), AX =0.

Proposition 9.2.9

VAe M, (K), VB,CeMy,(K), YApueK, AMB+uC)=AAB+ uAC
VA,Be M, (K), VCeM,,(K), VApecK, (AM+puB)C =IAC + uBC

VAEM,, (K), VBeM,,(K), YCeM,,(K), (AB)C=A(BC)
VAe My, (K), Al,=A et I,LA=A

| L

Proposition 9.2.10
Soit A € M, 4(K) et B € M, (K). Alors

(AB)T =BT AT,

Proposition 9.2.11

7
| L

Soit ,4,p € N7 i2 € [[17T]]7 2.17.7'2 € [[LQ]] et jl € [[17p]] Alors

0 si jo # 1

E":2yj2Ei1aj1 = 6j2,’i1Ei2,j1 = B . L
in,j1 Sl J2 = 1.

.

Exercice 2
= Montrer qu’une matrice A € M,, (K) commute avec toutes les matrices de M., (K) si et seulement si c’est une
matrice scalaire.

Proposition 9.2.12

— Si D et D’ sont deux matrices diagonales dont les coefficients diagonaux sont respectivement A1, ..., A,
et w1,..., 1n, DD’ est diagonale et ses coefficients diagonaux sont Aipi1, ..., Aptin.

— SiT et T’ sont deux matrices triangulaires supérieures dont les coefficients diagonaux sont respectivement
Alyeos An et g, ..y i, TT est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont Ajpi1, . .., Apfin-

9.2.3 Calcul dans l’algébre M,, (K)

Définition 9.2.13

Soit A € M,, (K). On définit AP pour tout p € N par récurrence.
— AV =1,
— VpeN, ATl .= ArA,

Proposition 9.2.14

— Soit A € M,, (K). Alors

Vp,q € N, APTa = AP A1
(APYT = AP1,

— Soit A, B € M,, (K) telles que AB = BA. Alors, pour tout p,q € N, AP et B? commutent. De plus

VpeN, (AB)? = APBP.

.
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Proposition 9.2.15

Soit A, B € M,, (K) telles que AB = BA. Alors, pour tout p € N

P =1l
(A + B)P — Z (Z) Ap_kBk et Ap _ Bp = (A _ B) ZA(p—l)—kBk ]
k=0 k=0

Définition 9.2.16

On dit qu'une matrice N € M,, (K) est nilpotente lorsqu’il existe p € N tel que NP = 0.

Proposition 9.2.17

Si N € M, (K) est une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont nuls, alors
N"™ = 0. En particulier, N est nilpotente.

.

Exercice 3

= On pose

1. Calculer A™ pour tout n € N.
2. Montrer qu’il existe B € M3 (R) tel que B% = A.

Proposition 9.2.18

Soit A, B € M, (K). Alors
tr (AB) = tr (BA).

Remarque
= Cependant, en général, tr(ABC) # tr(ACB).
Exercice 4
I = Montrer qu’il n’existe pas de matrices A, B € M,, (R) telles que AB — BA = I,,.

9.2.4 Matrice inversible

Définition 9.2.19

On dit qu’une matrice A € M,, (K) est inversible lorsqu’il existe B € M,, (K) tel que
AB=1, et BA=1I,.

Si tel est le cas, B est unique; on la note A~!. On note GL,, (K) I’ensemble des matrices inversibles.

Remarque

= Si A € M,, (K) est inversible, A~! I'est aussi et (A‘l)_1 = A.
Exercices 5
= Soit A € M, (K) telle que A2 — 5A + 61,, = 0. Montrer que A est inversible et calculer A~!.
= Soit N € M,, (K) une matrice nilpotente. Montrer que I,, + N est inversible.

Proposition 9.2.20

Si A, B € M,, (K) sont inversibles, il en est de méme pour AB et

(AB) ' =B14~1.
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Nej

Proposition 9.2.21

GL,, (K) posséde les propriétés suivantes.

I, € GL, (K)
VA,B € GL,(K), AB € GL,(K)
VA€ GL,(K), A!eGL,(K).

Nous dirons que (GL, (K), X) est un groupe, que l'on appelle groupe linéaire.

Proposition 9.2.22

7
| \

Si A€ M, (K), AT est inversible si et seulement si A l'est. De plus, si tel est le cas

(AT = (a7

,
\.

Proposition 9.2.23
Une matrice diagonale D := Diag (A1,...,A,) € M,, (K) est inversible si et seulement si
Vk e [1,n], Ap#0.

Si tel est le cas

1 1
_1_ . = o
D —Dlag<)\1,...,)\n>.

.

9.3 Matrice et systéme linéaire

9.3.1 Interprétation matricielle

Définition 9.3.1

On consideére le systéme linéaire & q équations et p inconnues

a11%1 + a12T2 + - + a1pTp = Y1

(q,1T1 + Ag2T2 + +** + Qg pTp = Yg-.

La matrice A = (a;,;) € Mg, (K) est appelée matrice du systéme. La matrice Y = (y;) € Mg 1 (K) est appelée
second membre. Si X = (z;) € M, 1 (K), alors (z1,...,x,) est solution du systéme si et seulement si AX =Y.

.

Remarque

= Le systéme est homogéne lorsque Y = 0. On rappelle que dans ce cas, X = 0 est une solution, appelée solution
triviale du systéme.

Définition 9.3.2

Soit A € Mg, (K).

— On appelle noyau de A et on note Ker A 'ensemble des solutions du systéme homogéne AX = 0.
Ker A :={X e M, (K) | AX = 0}.

— On note Cy,...,Cp € Mgy1 (K) les vecteurs colonne de A. On appelle image de A et on note Im A

I’ensemble
ImA:={z:C1 +---+2,Cp: x1,...,2p € K}.
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Remarque

= Ces définitions sont motivées par le fait que

[F2 Mp’l(K) — Mq’l(K) .
X — AX

est une application linéaire dont le noyau et 'image sont respectivement Ker A et Im A.

Proposition 9.3.3

On considére le systéme linéaire AX =Y ou A € M, (K) et Y € Mg (K).
— Ce systéme admet au moins une solution si et seulement si Y € Im A.
— Si c’est le cas, soit Xy € M, 1 (K) une solution particuliére. Alors I’ensemble des solutions est

S=Xo+KerAd:={Xo+X: X eKerA}.

9.3.2 Calcul d’inverse, systéme de Cramer

Proposition 9.3.4

Soit A € M,, (K). Alors A est inversible si et seulement si il existe B € M,, (K) tel que
VXY € Mp1(K), AX=Y <+ X=BY

De plus, si tel est le cas, B est I'inverse de A.

Remarque

= Etant donné A € M,, (K), cette proposition affirme que s'il existe B € M,, (K) tel que quels que soient 1, ..., x,,
Y1,---,yn €K

a1 1wy + a2z + -0 +a10Ty = Y1 Ty =b11y1 +bioys + - +biayn

Ap1T1 + Qp2To + 0+ ApnTn = Yn Tn = bp1y1 +bpoya + - + by n¥n

alors A est inversible et A~! = B. Inverser une matrice revient donc & résoudre un systéme linéaire.

Exercice 6

= Montrer que la matrice

est inversible et calculer son inverse.

Définition 9.3.5

On dit qu'un systéme AX =Y a n équations et n inconnues est de Cramer lorsque A € GL,, (K).

Remarque

= Le fait d’étre de Cramer est une propriété qui ne dépend pas du second membre.

Proposition 9.3.6

Un systéme de Cramer admet une unique solution.
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9.3.3 Opérations élémentaires par produit matriciel

Définition 9.3.7: Matrice de dilatation

Soit 1 € K* et k € [1,n]. Alors, il existe une et une seule matrice D € M,, (K) telle que :
— Quel que soit A € M,, ,, (K), la matrice DA est obtenue en multipliant la k**™e ligne de A par p.
— Quel que soit A € M, ,, (K), la matrice AD est obtenue en multipliant la k'™ colonne de A par p.
On la note Dy (1) et on dit que c’est une matrice de dilatation. De plus

Soit u € K* et k € [1,n]. Alors, la matrice de dilatation Dy, (1) est inversible et

Dk ()]~ = Dy (%) |

Définition 9.3.9: Matrice de transvection

Soit A € K et i,5 € [1,n] tels que ¢ # j. Alors, il existe une et une seule matrice T' € M,, (K) telle que :
— Quel que soit A € M, ,, (K), la matrice T'A est obtenue en ajoutant A fois la j®me ligne de A a sa **™°
ligne.
— Quel que soit A € M, ,, (K), la matrice AT est obtenue en ajoutant A fois la i-iéme colonne de A & sa
j-iéme colonne.
On la note T; ; () et on dit que c’est une matrice de transvection. De plus

Soit A € K et 4,5 € [1,n] tels que i # j. Alors, la matrice de transvection T; ; (A) est inversible et

[Ty (N7 =Ty (=)

Définition 9.3.11: Matrice de transposition

Soit k1, ko € [1,n] tels que k1 # ko. Alors, il existe une et une seule matrice 7 € M,, (K) telle que :
— Quel que soit A € M,, ,, (K), la matrice T7A est obtenue en échangeant les kq¢™° et ky'*™e lignes.
— Quel que soit A € M, ,, (K), la matrice A7 est obtenue en échangeant les k;**™° et ky'*™° colonnes.
On la note 7y, x, et on dit que c’est une matrice de transposition. De plus
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Thky,ka =

k2
1 k1
0

ko

Soit ki1, ke € [1,n] tels que k1 # ko. Alors, la matrice de transposition 74, , est inversible et

-1
Tkl,kz = Tky,k2

9.3.4 Matrice échelonnée

Définition 9.3.13

On dit qu’'une matrice E € M, , (K) est échelonnée a pivots diagonauz lorsqu’il existe p1,...,p, € K* tels que
P11 x R *
- by br .. Ko *
E= " 0 Qe 0
0 e 0 0 0
Les coefficients p1, . .., p, sont appelés pivots de la matrice E.
Remarque

= Dans le cas ou la matrice échelonnée a pivots diagonaux E € M,, (R) est carrée, elle est inversible si et seulement
si r = n, c’est-a-dire si et seulement si F ne posséde aucune ligne de 0.

Soit A € M, , (K).
— Alors, il existe une succession d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes transformant A en
une matrice échelonnée & pivots diagonaux.
— Autrement dit, il existe des familles Q1,...,Q; € GLq (K) et Pi,..., P, € GL, (K) de matrices d’opé-
rations élémentaires telles que Q; --- Q1 AP; - - - P, est une matrice échelonnée a pivots diagonaux.
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9.4 Qcm

9.4.1 Matrice
Matrice
Matrice carrée
1. Une matrice triangulaire supérieure et symétrique est

[J a. nulle O b. triangulaire inférieure [J c. diagonale [ d. antisymétrique

9.4.2 Opérations sur les matrices
Combinaison linéaire
1. Si M est une matrice carrée telle que M T = 2M, alors

O a. les coeflicients diagonaux de M sont nuls O b. M est une matrice diagonale

0 c. M est une matrice symétrique 0 d. M est nulle
2. Laquelle des hypothéses suivantes n’implique pas que la matrice A soit aussi diagonale 7

Oa. AT est diagonale O b. A— T est diagonale O c. A? est diagonale [0 d. 24 est diagonale

3. Soit ¢ 'endomorphisme de M,, (R) défini par ¢(M) = M . Alors Ker(¢ + Id) est I'espace vectoriel

O a. {0} Ob. {-I} O c. des matrices symétriques O d. des matrices antisymétriques

Produit

1. Si M est une matrice 3 x 3, combien de produits de coefficients doit-on effectuer pour calculer M??

Oa.9 O b. 18 Oec. 27 0 d. 81
2. Soit
1 0 0
M=10 2 0
0 0 3
La matrice (M — I3)(M — 2I3)(M — 3I3) vaut
-5 0 0 0 0 O 6 0 O 3 -2 1
O a. 0 —4 0 Ob. |O 0O O Oc. (O 5 0 Od -4 1 0
0 0 -3 0 0 O 0 0 4 2 1 6
3. Combien vaut la matrice (E72 + E271)2 ?
O a. 2E1’1 O b. 2E272 Oec. ELQ —+ E271 O d. El,l + E272
4. On calcule tous les produits F 2F; ;. Combien de ces produits sont non nuls ?
Oa.n Ob.n?>—n Oec.n® O d. aucun car E; 2 est non nulle

5. Combien de matrices F; ; commutent avec Fy ; 7

Oa.l Ob. (n—1)? Oc. (n—1)2+1 0d. n?

a b 0 1
A= (c d) et B = (O O)

Alors A et B commutent si et seulement si

6. On pose

0 a. A est triangulaire supérieure Ob.c=0eta=4d Ocoa=c=d=0 0d.b=0
7. Soit M la matrice dont tous les coefficients valent 0 sur la diagonale et 1 ailleurs. Les coefficients de M? valent

O a. 0 sur la diagonale et n — 1 ailleurs O b. n — 2 sur la diagonale et n — 1 ailleurs

O c. n — 1 sur la diagonale et n — 2 ailleurs O d. n — 2 sur la diagonale et n ailleurs

8. Si A est une matrice carrée, AT A est toujours

[J a. triangulaire supérieure [J b. diagonale [J c. symétrique [J d. antisymétrique
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Calcul dans l’algébre M,, (K)

Matrice inversible
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1. Soit A, B deux matrices carrées. Si A et B ne sont pas inversibles, laquelle des matrices suivantes peut quand

meéme étre inversible 7

Oa. AB Ob. 24

Oc. A+ B 0d. AT

2. Si A, B sont deux matrices carrées inversibles de M, (R), I'inverse de (AB) ' est

Da. (A Y (B Ob. (B ) (4’ Oec B A}

3. Soit A, B,C € M,, (R). Si ABC = 0, alors on peut affirmer que

Oa.CBA=0
O c. A, B ou C est nulle

9.4.3 Matrice et systéme linéaire
Interprétation matricielle

Calcul d’inverse, systéme de Cramer
Opérations élémentaires par produit matriciel

Matrice échelonnée

O b. A, B ou C est non inversible
O d. A, B et C sont nulles

Od. A~ 'B™!
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9.5 Exercices

9.5.1 Matrice

Matrice

Matrice carrée

9.5.2 Opérations sur les matrices
Combinaison linéaire

Produit

Exercice 1 : Sous-structures de M, (K)

Soit E I’ensemble des matrices de M3 (C) de la forme

a 0 b
0 a c
0 0 d

ol a, b, ¢, d sont des nombres complexes.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3 (C), stable par produit.
2. Les éléments de E commutent-ils entre eux ?
3. Soit A, B € E. Est-il possible d’avoir AB =0 sans que A=0ou B=07

Exercice 2 : Produit

Soit A et B deux matrices de M, (K) telles que
VX € M, (K), AXB=0.

Montrer que A =0 ou B = 0.

Exercice 3 : Crochet de Lie

Soit A1, ..., A, € Kdeux a deux distincts. On note D € M,, (K) la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux
sont Ai,..., A, et on pose

C={AD-DA: Ae M, K)}.
1. Montrer que les matrices de C ont une diagonale nulle.

2. Réciproquement, montrer que toute matrice X € M,, (K) dont la diagonale est nulle est dans C.

Exercice 4 : Equation matricielle

Soit A, B € M,, (K). Déterminer I’ensemble des matrices X € M,, (K) telles que
X +tr(X)A=B.
Calcul dans l’algébre M, (K)

Exercice 5 : Calcul de puissances successives

Calculer la puissance n-iéme des matrices

2 2 4 cosf) —sinf O
0 2 1 et sinf cosf O
0 0 2 0 0 2

Exercice 6 : Matrices nilpotentes

Soit A, B € M,, (K) deux matrices nilpotentes qui commutent.
1. Montrer que AB est nilpotente.
2. Montrer que A + B est nilpotente.
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Exercice 7 : Trace et matrices symétriques
1. Montrer que pour toute matrice X € M, (R)
tr (XTX) > 0.

Soit A, B € M,, (R) deux matrices symétriques.
2. Montrer que

tr ((AB — BA)T (AB - BA)) = 2 [tr (A2B?) — tr (ABAB)] .

3. En déduire que
tr (ABAB) < tr (A*B?) .

Exercice 8 : Norme matricielle

Pour tout A € M,, (C), on définit || A| par

AL =" as;

i=1 j=1

1. Montrer que pour tout 4, B € M,, (C)

A+ B[ <[lAl+ Bl et [[AB[ <[AlB]

2. Soit A,Be M, (C) et k e N.

(a) Montrer que
k—1

AF —BF =3 " AY(A-B)B" '

=0
(b) En déduire que si ||A|| # || Bl
k k
4% - 5| _ Al -3

[A=BI = A= B

Exercice 9 : Puissances

On pose
-1 4 =2
A=|-1 3 -1
1 -2 2
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1. Montrer que A2 est combinaison linéaire de A et I3, c’est-a-dire qu’il existe A\, 1 € R tels que A% = M\A + uls.

2. Montrer que pour tout n € N, il existe a,, b, € R tels que A" = a,, A + b, I3.

3. Donner une expression explicite de a,, et b,, puis de A™.

Matrice tnversible
Exercice 10 : Déterminant
Soit A la matrice
A— ail a2
az1 a2
1. Montrer que A2 — (aLl + a272)A + (0,1710,2,2 — a172a271)I =0.
2. Montrer que A est inversible si et seulement si a1 1a2,2 — a1,2a421 # 0.
Exercice 11 : Calcul d’inverse

Soit n € N* et @ € R. On définit la matrice A € M,, (K) par

L. a7t sij >
VZ,] € [[lan]]a Qi 5 = { . -
0 sinon.
En introduisant la matrice N définie par
L 1 sij=i+1
V’La] € [[1777’]]7 Ng,j = { . J
0 sinon.

montrer que A est inversible et calculer A71.
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9.5.3 DMatrice et systéme linéaire
Interprétation matricielle

Calcul d’inverse, systéme de Cramer
Exercice 12 : Calcul d’inverse

Les matrices suivantes sont-elles inversibles ? Si oui, déterminer leur inverse.

1 -1 2 1 2 -1 g i (1) ? 4 2 3
a. ([0 1 1], b 3 0 -2/, |1 91 ol d 1 2 9],
0 0 1 -3 6 0 9 9 1 9 5 2 1
} } —11 —11 01 2 1 0 -1 1 z 22
e , f. |1 3 5], g |2 3 1], h z 1 z ou z € C.
-1l 1 10 01 1 2 1
1 -1 -1 1 =
Exercice 13 : Réduction
On pose
1 0 2
A=1(0 1 1
1 1 -1

1. Pour tout A € R, résoudre le systéme linéaire AX = AX d’inconnue X € Ms; (R). En déduire 3 matrices
colonne X1, X2, X3 € M3 1 (R) non nulles ainsi que 3 réels Ay, Az, A3 € R tels que A\ < A2 < A3 et

Vk € [[1,3]], AXyp = M Xk

On choisira X1, X5, X3 de maniére a ce que leur second coefficient soit égal a 1.
Dans la suite, on note P € M3 (R) la matrice dont les vecteurs colonne sont X7, X5 et X3.
2. Montrer que P est inversible et calculer P!,
3. Déterminer, sans calcul brutal, une matrice D € M3 (R) diagonale telle que AP = PD.

4. En déduire, pour tout n € N, une expression de A™ en fonction de P, D™ et P~!. Puis, déterminer une expression
de A™ en fonction de n seulement.

Pivot de Gauss
Exercice 14 : Systémes linéaires

Soit p € R. Résoudre les systémes linéaires suivants :

T +py+2z=1 pr+py+4z=1
{2:C+py:p b. ¢pr +y+2z=1 c. 32z +y+pz=1

z+2py+32=0 r+2y +2=0

T +y +z=1-—p T — 2y +3z=1
d {px+(1+p)y+(1+p)z=p—p2 e { 2z + py +62=6
pr+ (1 —p)y+ (1 —p)z = p? —xz+3y+(p—3)z=0.
Exercice 15 : Exercice

Soit m € R. Résoudre le systéme suivant :

c+my +z—mt=m-+2

{ r +y +z +t=3
mr —y—mz —t= —1.

Exercice 16 : Exercice

Soit a, b, c € C. Résoudre le systéme
r +ijy+ijtz=>b
r+ify +jz=c
et donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢ pour que les solutions soient réelles.

{x +y +z=a
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Opérations élémentaires par produit matriciel

Matrice échelonnée
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10.1 Cardinal

10.1.1 Equipotence

Définition 10.1.1

Soit A et B deux ensembles. On dit que A est équipotent & B lorsqu’il existe une bijection de A dans B.

La relation « est équipotent a » est une relation d’équivalence.

105
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Remarques

= Une fois que nous aurons défini le cardinal d’un ensemble fini, nous verrons que deux ensembles finis sont équipotents
si et seulement si ils ont le méme nombre d’éléments.

= 1l est possible qu’un ensemble soit équipotent & I'une de ses parties strictes ; ces ensembles sont infinis. Par exemple

Papplication f de N dans N* qui & n associe n 4+ 1 est une bijection, ce qui montre que N est équipotent a N*.

Pourtant N* est une partie stricte de N. De méme, lapplication f de [0,1] dans [0,2] qui & x associe 2z est une

bijection. Pourtant [0, 1] est une partie stricte de [0, 2].

Il existe des ensembles infinis qui ne sont pas équipotents. Par exemple, on peut montrer que, quel que soit I’ensemble

X, les ensembles X et P(X) ne sont pas équipotents. En particulier N et P(N) ne sont pas équipotents. Il existe

donc des ensembles infinis qui ont « plus d’éléments » que d’autres.

v

v

On dit qu'un ensemble est dénombrable lorsqu’il est équipotent & N. On peut montrer que Z, N™ (pour n € N¥)
et Q sont dénombrables. On peut montrer cependant que R n’est pas dénombrable. On dit qu'un ensemble est au
plus dénombrable lorsqu’il est fini ou dénombrable.

10.1.2 Ensemble fini, cardinal

On rappelle que pour tout n € N, on a [1,n] = {k € N| 1<k <n}. En particulier [1,0] = &, [1,1] = {1},
[[172]] = {172}7 [[1)3]] = {1v2)3}7 ete.

Définition 10.1.3

On dit qu'un ensemble A est fini lorsqu’il existe n € N tel que A est équipotent a [1,n]. On dit qu’il est infini
dans le cas contraire.

- 7

Définition 10.1.4

Soit A un ensemble fini. Alors il existe un unique n € N tel que A est équipotent a [1,n]. On 'appelle cardinal
de A et on le note Card(A) ou |A4].

.

\.

Remarques
= Un ensemble A est fini de cardinal n € N si et seulement si il existe une bijection de [0, n] dans A.
= Soit a,b € Z tels que a < b+ 1. L’ensemble [a, b] est fini de cardinal b — a + 1.

Soit A un ensemble fini et B un ensemble. Alors, A et B sont équipotents si et seulement si B est fini et

Card(A) = Card(B).

Exercices 1
= Dénombrer les couples (a,b) € N? tels que 3a + b = 833.

= On a utilisé 6921 chiffres (les caractéres d’imprimerie) pour numéroter les pages d’un dictionnaire. Combien de
pages ce dictionnaire contient-il 7 Chaque page est numérotée une seule fois, la premiére portant le numéro 1.

Définition 10.1.6

Soit A une partie de N.

— Si A est fini, il est 'image d’une unique application strictement croissante de [1, Card(A)] dans N.
— Sinon, A est infini et il est 'image d’une unique application strictement croissante de N dans N.
Une telle application est appelée une énumération de A.

Une partie de N est finie si et seulement si elle est majorée.

Soit E un ensemble fini et A une partie de E. Alors
— A est un ensemble fini et Card(A4) < Card(FE).
— A = E si et seulement si Card(A) = Card(E).
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Proposition 10.1.9

Soit F et F' deux ensembles. Alors
— Si F est fini, il existe une injection de E dans F si et seulement si F est fini et Card(E) < Card(F).
— Si E est fini et F' est non vide, il existe une surjection de E dans F' si et seulement si F' est fini et
Card(F) < Card(E).
— Si l'un des ensembles est fini, il existe une bijection de E dans F si et seulement si autre est fini et

Card(FE) = Card(F).

.

Proposition 10.1.10: Principe des tiroirs

Soit E et F' deux ensembles finis tels que Card(F') < Card(E) et f une application de F dans F'. Alors, il existe
x1,x9 € E tels que x1 # x5 et f(x1) = f(z2).

\.

Exercices 2
= Soit n > 2. En supposant que la relation « est ami avec » est symétrique, montrer que dans une assemblée de
n personnes, il y en a au moins deux qui ont le méme nombre d’amis.
= Soit #1,...,Zp+1 € [0,1]. Montrer qu'il existe i,5 € [1,n + 1] tels que ¢ # j et
1

s — 25 < .

Proposition 10.1.11

Soit E un ensemble fini, F' un ensemble et f une application de E dans F. Alors
— f(E) est un ensemble fini et Card (f(E)) < Card(E)
— Card (f(F)) = Card(FE) si et seulement si f est injective.
Si de plus F' est un ensemble fini.
— Card (f(E)) < Card(F)
— Card (f(E)) = Card(F) si et seulement si f est surjective.

\.

Proposition 10.1.12

Soit E et F' deux ensembles finis et f une application de F dans F'.
— Si f est injective et Card(F) = Card(F), alors f est bijective.
— Si f est surjective et Card(E) = Card(F), alors f est bijective.

Autrement dit, si Card(E) = Card(F), alors

f est injective <= f est bijective <= f est surjective.

.

10.2 Dénombrement

10.2.1 Dénombrement élémentaire

Proposition 10.2.1

Soit E un ensemble fini et A, B deux parties disjointes de E, c’est-a-dire telles que AN B = &. Alors

Card (AU B) = Card(A) + Card(B).

Remarques
= Le « ou exclusif » se traduit donc par un + en dénombrement.

= Si A et B sont deux parties disjointes, leur réunion est parfois notée A LI B.

Proposition 10.2.2

Soit E/ un ensemble fini.
— Si A est une partie de E B
Card (A) = Card(E) — Card(A).
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— Si A et B sont deux parties de F
Card (AU B) = Card(A) + Card(B) — Card (AN B).
— Si (44,...,A4,) est une partition de E, alors

Card(E) = Card (A1) + - - - + Card (A,) .

Remarque

= L’avantage du passage au complémentaire est qu’il permet de prendre la négation de la propriété qui définit
I’ensemble. Cela donne parfois une phrase plus simple & manipuler et donc un ensemble plus simple & dénombrer.
Exercices 3
= Quel est le nombre d’entiers entre 1 et 100 qui ne sont pas divisibles par 37
= Dénombrer

A= {n €[1,100] | 2|n ou 3|n}.

= Quel est le nombre de rythmes de n temps que 1’on peut composer uniquement avec des noires (1 temps) et des
blanches (2 temps) ?

Soit A1,..., A, des parties d’un méme ensemble fini E. Alors
Card (U Ai> =3 (-DFt N Card(4;, N--NA).
i=1 k=1 1<i1 < <ip<n
Remarque

= Par exemple, pour n = 3, la formule du crible s’écrit

Card (A3 UA; U A3) = Card(Ay) + Card(As) + Card(As)
- [Card(Ag N Ag) + Card(A1 n Ag) + Card(A1 N Az)]
+ C&I‘d(Al N A2 N Ag)

— Si A et B sont deux ensembles finis, alors A x B est fini et
Card (A x B) = Card(A) Card(B).

Plus généralement, si Ay, ..., A, sont des ensembles finis, Ay X --- X A, est fini et

Card(A; x -+ x An) = [ ] Card(Ay).

k=1

— Si A est un ensemble fini et n € N, alors A" est fini et

Card (A™) = Card(A)".

Remarque
= La formule Card (4; X --- x A,) = Card(A;) - - - Card(A,,) dit simplement que lorsque ’on doit faire une succession
« et » de choix indépendants, on dénombre ces choix et on les multiplie.
Exercices 4
= Montrer que dans un village de 700 personnes, deux au moins ont les mémes initiales.
= Combien de menus différents peut-on faire avec 4 entrées, 6 plats et 2 desserts?

= Quel est le nombre de mots de 4 lettres contenant au moins un « e » 7
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— Soit E et F deux ensembles finis. Alors F (E, F) = FE est fini et
Card (F (B, F)) = Card (F¥) = Card(F)%®).
— Soit E un ensemble fini. Alors P(E) est fini et
Card (P(E)) = 2C2d(E),
Exercice 5

= Quel est le nombre de possibilités de répartir p boules distinctes dans n urnes distinctes ?

= Une urne contient n boules distinctes. On effectue p tirages successifs avec remise (c¢’est-a-dire que 'on remet
la boule dans 'urne aprés chaque tirage). Combien y-a-t-il de possibilités ?

= De combien de maniéres peut-on descendre n + 1 marches (donc n « paliers »), en en sautant éventuellement
certaines ?

Soit E et F' deux ensembles finis et f une application de F dans F'. On suppose qu’il existe p € N tel que
Vy € F, Card (f_1 ({y})) =p.
Alors Card(E) = p Card(F).

Remarque

= Soit E l'’ensemble des pattes des moutons foulant un pré, F' ’ensemble des moutons du pré et f I’application de E
dans F' qui a chaque patte associe son propriétaire. Comme chaque mouton a 4 pattes

Vm e F, Card(f'({m})) =4

On en déduit que le nombre de pattes foulant le pré est égal a quatre fois le nombre de moutons. C’est de cet
exemple que la proposition précédente tire son nom de « lemme des bergers ».

10.2.2 Arrangement, combinaison

Définition 10.2.7: p-listes

Soit E un ensemble et p € N. On appelle p-liste d’éléments de E tout p-uplet (a1,...,a,) € EP.

Exercice 6
I = Si F = {1,2,3}, donner les 2-listes d’éléments de E.
Remarques
= Les p-listes d’éléments de F sont les fonctions de [1,p] dans E.

= Choisir une p-liste, c’est choisir p éléments de E en tenant compte de I’ordre et en autorisant les répétitions.

Soit E un ensemble de cardinal n et p € N. Alors, il existe
n?

p-listes d’éléments de F.

Définition 10.2.9: p-arrangements

Soit E un ensemble et p € N. On appelle p-arrangement d’éléments de E toute p-liste (a1,...,a,) € EP telle
que
Vi,jel,p]l, i#j = a;#a,.
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Exercice 7
= Si E ={1,2,3}, donner les 2-arrangements d’éléments de E.

Remarques

= Les p-arrangements d’éléments de E sont les fonctions injectives [1,p] dans E.

= Choisir un p-arrangement, c’est choisir p éléments de E en tenant compte de 1'ordre et en n’autorisant pas les
répétitions.

Soit £ un ensemble de cardinal n et p € N. Alors il existe

p-arrangements d’éléments de F.

Remarque

= Sin € Net p e [0,n], alors
Al =n(n—-1)---(n—(p—1)).

n

p termes

Exercices 8

= On répartit p boules distinctes dans n urnes distinctes. Quel est le nombre de répartitions pour lesquelles chaque
urne contient au plus une boule ?

= Une urne contient n boules distinctes. On effectue p tirages successifs sans remise. Combien y-a-t-il de possibi-
lités ?

— Il existe AP injections d’un ensemble & p € N éléments dans un ensemble & n € N éléments.
— Il existe n! bijections d’un ensemble & n € N éléments dans un ensemble & n éléments.

Remarque

= En particulier, si F est un ensemble & n éléments, il existe n! bijections de E dans E. De telles applications sont
appelées des permutations de E.
Exercice 9

= Combien d’anagrammes peut-on former avec les mots « maths », « chimie » et « anagramme » 7

Définition 10.2.12: p-combinaisons

Soit E un ensemble et p € N. On appelle p-combinaison d’éléments de E toute partie de E a p éléments.

Remarque

= Choisir une p-combinaison, c¢’est choisir p éléments de E sans tenir compte de ’ordre et en n’autorisant pas les
répétitions.

Soit E un ensemble de cardinal n et p € N. Alors il existe

n!

C? .= { p!(n —p)!
0 sip>n

sip<n

p-combinaisons d’éléments de F.
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Remarques
= Sin e Net pe [0,n], alors
p termes

= Le nombre de combinaisons C? est aussi noté (Z) Nous utiliserons par la suite cette notation qui est la notation
internationale.

Exercices 10

= Une urne contient 6 boules numérotées de 1 & 6. Dénombrer les tirages possibles si on tire 3 boules
— successivement et avec remise.
— successivement et sans remise.
— simultanément.

= Un code de coffre-fort est composé de 6 chiffres entre 0 et 9 dont ’ordre compte. Dénombrer
— tous les codes possibles.
— les codes dont tous les chiffres sont distincts.
— les codes ne contenant pas 0.
— les codes contenant au plus deux fois le chiffre 1.
— les codes contenant autant de chiffres pairs que de chiffres impairs.
— les codes contenant la succession 123 quelque part.
— les codes strictement croissants.

iy

Quel est le nombre de maniéres de répartir p boules indiscernables dans n urnes distinctes sachant qu’on ne
peut pas mettre plus d’une boule par urne ?

Déterminer le nombre de solutions de I’équation x1 + - -+ + z,, = p dans {0,1}".

Combien peut-on former de mots contenant p fois la lettre O et ¢ fois la lettre 17

Quel est le nombre de maniéres de répartir p boules indiscernables dans n urnes distinctes ?
Déterminer le nombre de solutions de I’équation z1 + - - - + x,, = p dans N”.

Combien y a-t-il d’applications strictement croissantes de [1,p] dans [1,n] ?

Combien y a-t-il d’applications croissantes de [1, p] dans [1,n]?

g540 048048

Soit n € N*. Combien y a-t-il de surjections de [1,n + 1] dans [1,n]?

VneN, Vpelo,n], (
meet (0)+(,70) = (1)

Vn,p € N*, (n)n(nl)

P p\p—1

= La derniére formule est parfois appelée « formule du capitaine » ou formule du « comité président ».

< 3
N
I
T~
S

| 3
G

N

Remarque

Vn € N, Z(n>:2"
p=0 p
Va,b,n € N, Z(“)( b >=<a+b>.
“«\p/\n—p n

kS
I

Remarque

= La seconde formule est appelée formule de Vandermonde.
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Proposition 10.2.16: Binéme de Newton

Va,b€C, VneN, (a+b)" =) (Z) a” PhP.

p=0
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10.3 Qcm
10.3.1 Cardinal

10.3.2 Dénombrement

1.

10.

11.

12.

13.

14.

Si E est un ensemble fini de cardinal n, ’ensemble P(P(E)) est de cardinal

Oa.n’ O b. 22" Oec. 22" O d. n!?
Combien y a-t-il de couples (a,b) dans {0,...,10}? tels que a +b =107
Oa.2 O b. 10 Oc. 11 0d. 22

Le nombre de mots de 3 lettres distinctes qu’on peut écrire avec les 26 lettres de ’alphabet est

2 2
Da.<36> Db.3(36> Oc. 26 x 25 x 24 0 d. 262 — 26

Quel est le cardinal de {0,1,...,10}*\{(k, k), k € {0,...,10}}?

O a. 10 O b. 89 Oe. 90 0 d. 110
. Soit n € N. Le nombre de bijections de {0,...,n} sur lui-méme est
O a. n! Ob. (n+1)! Oc.n® Od. (n+1)"*

Le nombre d’entiers entre 1 et 60 qui ont la propriété d’étre pairs ou d’étre divisibles par 3 est
O a. 20 O b. 30 O c. 40 0 d. 50
Sin>1,lasomme Y, _(—1)%(}) vaut

Oa.0 Ob. 1 Oc. 2" Od. n!

Si E et F sont deux ensembles finis, le cardinal de E\F vaut

Oa. |E|—|F| Ob. |[E|— |ENF] Oc. |E|—|F|+|ENF| Od. |E|+|F|—|ENF]
Le nombre de parties de {1,2,...,n} qui ne contiennent pas 1 est
n n—1 n n
Oa.2" -1 Ob.2 Oc.2"—n 0 d. 1
n—

Pour 1 < k < n entier k(Z) est égal &

n—1 n—1 n n
Da.n(k_1> Db.n( 1 ) DC.n(n—k) Dd.n(k_1>

Combien y a-t-il de n-uplets (z1, za,...,z,) d’entiers entre 1 et 10 qui contiennent au moins un nombre pair ?
10" 10"
Da —- Ob. 10" — 5" De. o =2" Od.n' —n

Si E est un ensemble fini de cardinal n, le nombre d’applications de E x E dans F est

2

Oa.n O b. n?" Oc.n” Od. n"

Soit n > 2. On note F la fonction partie entiere. Combien y a-t-il d’entiers k tels que § <k <n?

O a. {gJH O b. EJ Oe. {";1 O d. [@J+1

Soit n € N et # un réel. Combien vaut >, (3)z?F 17

Oa. (1+ x)Q"'H Ob.z (1 + x2)n O c. 2"g2k+1 Od. (1 + x2+1/k)
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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Soit n > 1. Combien y a t-il de surjections de {1,2,...,n} dans {n+1,...,2n}?

2
O a. 2" Ob. ( ”) Oc. (2n)! 0 d. n!
n

Pour p € N, que vaut (pf’) + (ﬁf{’) ?

4 4 4
Da.<p+3> Db.<p+> Dc.<p+) Dd.<p+ )
p+2 p+1 P 2p+1

Pour tout n > 1, la somme 12 4+ 22 + - .. 4+ n? est égale &

Oa n(2n+1)(n+1) Ob. nn—1)(2n —1) s n%(n+1)>2 0 d. n(n+1)
6 6 4 2
Le nombre de suites strictement croissantes formées de 5 entiers choisis dans Pensemble {1,2,3,...,10} est
10! 10
Oa. — O b. Oc. 10° Od. 5!
5! 5
Combien y a-t-il d’anagrammes du mot ANAGRAMME ?
| | | |
a.& O b. i Dc.i O d. il
312! 3 X2 312! 3 X2
Quel est le nombre de couples (a,b) de Z? tels que max(|a|,|b]) < n?
Oa. 2n Ob. 4n +2 Oc. (2n)? Od. (2n+1)3
Soit n > 2. Quel est le nombre de couples (a,b) tels que 1 <a<b<n?
n n
Oa.n(n—1) O b. (2) Oc.n—0b Dd.n(n—l)(z)

Soit E' un ensemble de cardinal n et A une partie de F de cardinal p. Combien y a-t-il de parties de E qui
contiennent A7

n "~ (n
Oa. 27 O b. 2"7? Oec. Od. E
a b c ( ) d 2 (k)

p

Soit n, p dans N*. Lorsque f est une application de {1,2,...,n} dans {1,2,...,p}, & partir de quelle valeur de
n est-on en mesure d’affirmer qu’un des éléments de {1,2,...,p} admet au moins trois antécédents ?

HOa.n>3 Ob.n>p+3 Oc.n=>22p+1 O0d.n > 3p
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10.4 Exercices

10.4.1 Cardinal
Equipotence
Exercice 1 : Non dénombrabilité de [0, 1]

Le but de cet exercice est de démontrer que [0, 1] n’est pas dénombrable, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de surjection
de N dans [0, 1]. On raisonne par I’absurde et on suppose qu’il existe une suite (u,) d’éléments de [0, 1] telle que

Vre[0,1], IneN, wu,=uzx.

1. Construire deux suites (a,,) et (b,) de réels telles que
— Qg = 0 et bo =1.
— VneN, a, <apt1 <bpg1 < by
— VneN, byi1—apt1 = % (b, — an) .
— VTL S N, Un ¢ [a"+1, bn-&-l} .
2. Montrer que les suites (a,) et (b,) convergent vers une limite commune [ € [0, 1], puis que

VneN, wu, #L
Conclure.
Ensemble fini, cardinal

Exercice 2 : Ensemble d’entiers

Etant donnés 51 entiers compris entre 1 et 100, montrer qu’il en existe toujours 2 consécutifs.

Exercice 3 : Théoréme d’approximation de Dirichlet

1. Soit z € R et n € N*. Pour tout k € [0,n], on pose 0 := kx — |kz]. En appliquant le principe des tiroirs aux
réels 0, montrer le théoréme d’approximation de Dirichlet

IJpeZ, 3Fqe[l,n],

2. Soit z e R\ Q.
(a) Montrer qu’il existe une infinité de (p,q) € Z x N* tels que

(b) Montrer qu’il existe une infinité de p € Z pour lesquels

r— =

Jq € N*|
q

p‘ 1
3. On admet que 7 est irrationnel. Dans ces conditions sinn # 0 pour tout n € N* et on peut poser

1

Vn e N*, wu, = ——.
nsinn

On souhaite montrer que la suite (u,) n’admet pas de limite. On raisonne par 'absurde et on suppose que (u,)
admet une limite [ € R.

(a) Montrer que [ = 0.
(b) Obtenir une contradiction en appliquant les résultats de la question 2.b au réel .

Exercice 4 : 7 nombres réels
Soit sept nombres réels x1, ..., x7. Montrer qu’il existe deux indices i et j distincts tels que

Ty — Xy 1

< —<<
1+$i$j \/§

Rappelez vous que la trigonométrie se cache méme aux endroits ot on ne l’attend pas.

0
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10.4.2 Dénombrement

Dénombrement élémentaire

Exercice 5 : Couples dans le plan
Combien y a-t-il de couples (i, 7)

. dans [1,n]” pour lesquels i + j = n?
2

—

. dans [1,n]” pour lesquels i < j 7

=~ W N

]
. dans [1,n] x [1,2n] pour lesquels i < 57
]

. dans [1,n 2 pour lesquels i —j| <17

Exercice 6 : Autour du crible

Une certaine ville compte 17 500 actifs dans sa population. A I’issue d’un recensement, on a obtenu les informations
suivantes sur ces 17 500 actifs :

— 4 actifs sur 7 sont des femmes et 6 d’entre elles sur 10 ont voté aux derniéres municipales.

— 3 actifs sur 5 ont voté aux derniéres municipales et 40% de ces personnes sont au chomage.

— Le chomage touche 1 actif sur 4 et 60% des demandeurs d’emploi sont des femmes.

— 60% des femmes au chomage ont voté aux derniéres municipales.
Combien d’hommes qui ne sont pas au chémage sont restés chez eux le jour des élections municipales ?

Arrangement, combinaison

Exercice 7 : Anagrammes

Dénombrer les anagrammes des mots suivants

COUVERT, COUTEAU, FOURCHETTE.

Exercice 8 : Le livreur

Un livreur doit distribuer des colis & cinq personnes A, B, C, D, E. Combien y a-t-il de trajets possibles? S’il
souhaite livrer A avant B et C, combien y a-t-il de trajets possibles?

Exercice 9 : Surjections d’un ensemble fini dans un autre

Quels que soient n,p € N, on note S, le nombre de surjections d’un ensemble a p éléments dans un ensemble & n
éléments.

1. On suppose que p < n. Que vaut Sy, , ?

2. Calculer Sy11,n €t Sp 2.

3. Montrer que

Exercice 10 : Partitions d’un ensemble

Quels que soient n,p € N, on note P, , le nombre de partitions d'un ensemble de cardinal np en n parties a p

éléments. Montrer que
1 (n+1p
v N, P, = — P,
n,p € NN, +1,p n+1 ( p D

En déduire P, ;.

Exercice 11 : Tours de Hanoil

Le jeu des tours de Hanoi se compose de trois tiges sur lesquelles on peut empiler n disques deux & deux distincts
(n > 1). Initialement, les n disques sont empilés sur la premiére tige, par ordre décroissant de taille, du bas vers le
haut. Le but du jeu est de transporter la tour compléte sur une autre tige par une suite de mouvements consistant a
déplacer un disque a la fois, et en respectant les deux régles suivantes :
— on ne peut oter d’une tige que le disque se trouvant au sommet de la pile;
— on ne peut empiler un disque sur une tige que si elle est vide ou bien si I’'on pose le disque en question sur un
autre plus grand.
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Notons a,, le nombre minimal de mouvements nécessaires au transport de la tour initiale de n disques.
1. Montrer que a; =1 et ag = 3.
2. Etablir une relation entre an+1 €t a, pour tout n > 1.

3. Montrer que a,, = 2™ — 1 pour tout n > 1.

Exercice 12 : Exercice

Sur une étagére, on range les n tomes d’une encyclopédie. Combien y a-t-il de maniéres de les ranger tout en étant
str que le tome 1 et le tome 2 sont cote a cote et dans cet ordre ?

Exercice 13 : Exercice

De combien de fagons différentes peut-on ranger les nombres 1,2, ...,n si 'on veut que le produit de deux nombres
voisins soit toujours pair 7

Exercice 14 : Exercice

Une urne contient 10 boules numérotées de 1 & 10. La boule 1 est jaune, les boules 2 et 3 sont bleues, les boules
4,5,6 sont rouges et les boules 7,8,9,10 sont vertes. On tire dans 'urne successivement et avec remise 5 boules. Le
résultat est donc la liste ordonnée des cing numéros des boules tirées. Déterminer le nombre de résultats

1. en tout,

2. pour lesquels les cinqg boules sont toutes de la méme couleur,

3. pour lesquels les quatre couleurs apparaissent parmi les cing boules,
4

. pour lesquels la boule numéro 8 a été tirée et exactement deux des boules tirées sont rouges.

Exercice 15 : Exercice

On dispose de trois urnes notées A, B, C et de six boules. On répartit les six boules dans les trois urnes (chaque
urne peut contenir de 0 & 6 boules). Une répartition est une liste ordonnée de trois nombres indiquant le nombre de
boules contenues dans les urnes A, B, C. Par exemple, la répartition (2,4,0) indique que l'urne A contient 2 boules,
I'urne B en contient 4 et I'urne C est vide. Déterminer le nombre de répartitions

1. en tout,

telles que I'urne A est vide,

telles que I'urne A est la seule urne vide,
telles qu'une urne et une seulement est vide,

telles qu’aucune urne est vide,

A

telles qu’au moins une urne est vide.

Exercice 16 : Exercice

On considére un quadrillage de n lignes et m colonnes. On part de la case en haut & gauche pour arriver a la case
en bas a droite. Les seuls mouvements possibles sont de se déplacer d’une case & droite ou d’une case en bas. Combien
existe-t-il de chemins ?

Exercice 17 : Dominos

Un domino est un rectangle constitué de deux carrés, chacun comportant entre 0 et 6 points.

2. Combien de paires peut-on former avec deux dominos distincts ayant un nombre en commun 7

1. Combien existe-t-il de piéces distinctes ?
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Exercice 18 : Nombre de partitions en paires

Soit E un ensemble de cardinal 2n. On appelle partition de E en paires tout ensemble {{a1,b1},...,{an,bn}} avec
pour tout ¢ € [1,n], a; # b; et ({a1,b1},...,{an,bn}) est une partition de E. Dénombrer les partitions de E en paires.

Exercice 19 : Exercice

Soit E un ensemble de cardinal n € N*. Dénombrer de deux maniéres différentes les couples (a, A) € E x P(E)

tels que a ¢ A. En déduire
vn e N, kzlkc;‘) —n2"

Exercice 20 : Compter les matrices

Combien existe-t-il de matrices de M, (R) dont les entrées sont « 0 » ou « 1 » et
1. dont chaque ligne contient exactement un coefficient « 1 » ?
2. dont chaque ligne contient exactement deux coeflicients « 1 » 7

3. dont chaque ligne et chaque colonne contiennent exactement un coefficient « 1 » (on suppose ici ¢ = p) ?

Exercice 21 : Le crible

Soit n € N*,

1. Montrer que
- n
Z(—n”—k( )k" =nl.
k=0 &

On pourra appliquer la formule du crible aux ensembles [1,n] \ {k} pour k € [1,n].

f)(—l)""“(Z) R

k=0

2. Simplifier de méme

pour tout p € [0,n].

Exercice 22 : Exercice

Pour tout n € N, on note u,, le nombre d’applications f de [1,n] dans [1,n] telles que f o f = Id. Déterminer une
relation de récurrence vérifiée par la suite (up,).



