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Chapitre 1

Nombres complexes

« La voie la plus courte et la meilleure entre deux vérités du domaine réel
passe souvent par le domaine imaginaire. »

— JAacQUEs HADAMARD (1865-1963)
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8 CHAPITRE 1. NOMBRES COMPLEXES

1.1 Le corps des nombres complexes

1.1.1 Deéfinition, conjugaison, module
Le carré de tout nombre réel étant positif, I’équation
2= -1

n’admet aucune solution réelle. Nous admettrons qu’il existe un ensemble de nombres A ayant les propriétés suivantes.

— RCA
— On peut additionner, soustraire et multiplier les éléments de A en utilisant les régles usuelles de 1'algébre.
— L’équation 22 = —1 admet au moins une solution dans A.

On note i une solution de cette équation.

Définition 1.1.1

On appelle corps des nombres complexes et on note C I'ensemble des nombres x + iy ot = et y sont réels.

Remarques
= R est inclus dans C. Autrement dit, tout nombre réel est un nombre complexe.

= C est stable par les opérations d’addition, de soustraction et de multiplication.

Définition 1.1.2

Pour tout nombre complexe z, il existe un unique couple de réels (z,y) tel que z = = +1iy. Les réels x et y sont
respectivement appelés partie réelle et partie imaginaire de z. On note

Re(z) =z et Im(z) =y

et on a donc z = Re(z) +1Im(z).

Remarques

= On appelle forme cartésienne de z € C, toute écriture de la forme z = x+iy ot z,y € R. La proposition précédente
affirme que, quel que soit z € C, une telle écriture existe et est unique.

= Six1,y1,%2,y2 € R sont tels que
1 +iy1 = xo + iyo,
alors 1 = x5 et y; = y2. On dit souvent qu’on procéde par identification, mais cette terminologie est abusive. On
utilise en fait 'unicité de la proposition précédente.

= Soit R = (O, et , e ) un repére orthonormé direct du plan. A tout nombre complexe z = x + iy, on associe le point
M dont les coordonnées dans le repére R sont (x,y). On a donc

—
OM =zé&f +yés

et on dit que M a pour affixe z. Pout tout point M du plan, il existe un unique z € C tel que M a pour affixe z;
on dit alors que z est l’affize du point M. On a ainsi identifié C avec ’ensemble des points du plan.

= Un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle. On dit qu’un nombre complexe est
imaginaire pur lorsque sa partie réelle est nulle. L’ensemble des nombres imaginaires purs est donc

iR = {iy : y € R}.

= De méme qu’on ne peut pas écrire d’inégalités entre les points du plan, les inégalités entre nombres complexes n’ont
aucun sens.

Un nombre complexe est nul si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire le sont.

Soit z et z/ deux nombres complexes, A et u deux réels. Alors
— Re(Az + pz’) = ARe(z) + pRe(2),
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— Im(Az 4+ p2’) = AIm(z) + pIm(2').

Remarque

=

Attention, I'identité Re(zz’) = Re(z) Re(z’) est fausse. Par exemple Re(i-1) = —1 et Re(i) Re(i) = 0.

Définition 1.1.5

Soit z un nombre complexe. On appelle conjugué de z et on note z le nombre complexe

zZ=x—1y

ol x et y sont respectivement la partie réelle et imaginaire de z.

Remarque

=

Si M est le point d’affixe z € C, le point M’ d’affixe Z est le symétrique de M par rapport a axe (Ox).

Soit z, 2" € C. Alors

Définition 1.1.7

Soit z un nombre complexe. On appelle module de z et on note |z| le nombre réel positif

ol = VETE

oll « et y sont respectivement la partie réelle et imaginaire de z.

Remarques

pamod
pamed

Si x € R, son module est égal & sa valeur absolue.

Si M est le point d’affixe z, le module de z est la distance OM. Si A et B sont deux points d’affixes respectives a
et b, alors AB = |b— al.

SiaeCetr>0

— {2 € C||z—a|] =r} est le cercle de centre a et de rayon r.

— {2 €C||z—a| <r} est le disque fermé de centre a et de rayon r.
— {2z € C||z—a|l <r} estle disque ouvert de centre a et de rayon 7.

Soit a, b, c € R tels qu’au moins I'un des deux réels a, b est non nul. Alors, I’ensemble d’équation
ar+by+c=0

est une droite orthogonale au vecteur de coordonnées (a,b).

Soit a, b, c € R. Alors I'ensemble d’équation
24y +ar+by+c=0

est soit un cercle, soit un point, soit ’ensemble vide.

Définition 1.1.8

On note U ’ensemble des nombres complexes de module 1.

Remarque

=

L’identification entre C et le plan complexe nous améne & identifier U avec le cercle de centre O et de rayon 1,
appelé cercle trigonométrique.

Soit z un nombre complexe. Alors
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) —

l De plus, |z| = 0 si et seulement si z = 0.

Remarque
= Afin d’exploiter cette identité, on cherchera souvent & travailler avec le carré des modules.

Proposition 1.1.10

Soit z, 2" € C. Alors

Proposition 1.1.11

Si z et 2’ sont deux nombres complexes tels que zz’ = 0, alors z = 0 ou 2z’ = 0. On dit que C est integre.

Proposition 1.1.12

Soit z un nombre complexe non nul. Alors il existe un unique nombre complexe 2’ tel que zz' = 1. On note ce
nombre 27! ou 1/z. De plus

1_z

2 o

.

Remarques
= Pour obtenir 1/z sous forme cartésienne, il suffit de multiplier son numérateur et son dénominateur par z.
= Si z € U, alors 1/z = z. Pour inverser un nombre complexe de module 1, il suffit donc de le conjuguer.

Exercice 1

= Calculer I'inverse de 1 + 1.

Proposition 1.1.13

Soit z un nombre complexe non nul. Alors

(1) 1 1 1
S)l=2 et |-|=—.
z Z z H
Exercice 2
™ Soit a,b € C tels que |a| < 1 et |b] < 1. Montrer que

a—>b

< 1.
1—ab

Proposition 1.1.14

Soit z un nombre complexe. Alors
Re(z) = z—;—z et Im(z) = 22_12

En particulier
— z est réel si et seulement si zZ = z.
— z est imaginaire pur si et seulement si Z = —z.

\. J

Remarque
= En pratique, pour montrer qu’un nombre complexe est réel, une bonne méthode est de montrer qu’il est égal & son
conjugué. La méthode consistant & montrer que sa partie imaginaire est nulle est a proscrire.

Exercices 3
= Soit a et b deux nombres complexes de module 1 tels que ab # —1. Montrer que
a+b
1+ ab
est un nombre réel.
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= Donner une condition nécessaire et suffisante sur z € C\ {i} pour que

z+2
1+4iz

soit réel.

1.1.2 Inégalité triangulaire

Soit a € C. Alors
Re(a) < |Re(a)| < Ja] et Im(a) < |Im(a)| < al.

De plus, Re(a) = |a| si et seulement si a est réel positif.

Soit a et b deux nombres complexes. Alors
la+b] < la| + (0] .

De plus, I’égalité a lieu si et seulement si a et b sont positivement liés, c’est-a-dire lorsque a = 0 ou lorsqu’il
existe A € R, tel que b = Aa.

Remarques
= Si (ABC) est un triangle, alors AC < AB + BC. En effet, si on note a, b, ¢ les affixes respectives de 4, B, C
AC=lc—a|=|c=b+b—a|]<|c—b|+ |b—a|] = BC + AB.

Cette inégalité explique le nom d’inégalité triangulaire donné a la proposition précédente.
= Attention, il est possible que a et b soient positivement liés sans qu’il existe A € R tel que b = Aa.

Soit a et b deux nombres complexes. Alors

|la| —[b]] < la+b].

Remarque
= La seconde inégalité triangulaire admet plusieurs variantes.
— Si on remplace b par —b, on obtient I'inégalité
[la| = 1b]] < a —b]
qui affirme que deux nombres complexes proches ont des modules proches.
— En remarquant que si x est réel, |x| > x, on obtient

la+b| > [a] - [b].
Cette inégalité affirme que si b a un module petit par rapport a celui de a, alors a + b est éloigné de 0.
Exercices 4

= Soit a et b deux nombres complexes distincts. On pose 0 := |a — b|. Montrer que les disques ouverts de centre a
et b et de rayon 6/2 sont disjoints.

= Que peut-on dire de |z| si |1 — z| < 1/47 Faire un dessin puis une preuve.

Soit aq,...,a, € C. Alors

n

>

k=1

<Z|ak|~

k=1

n

1.1.3 Puissance entiére, bindbme de Newton
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Définition 1.1.19

Soit a € C. On définit a™ pour tout entier naturel n € N en posant
— al =1,
— VneN, a*!:=a"a.

Remarque

= En particulier, 0° = 1.

Proposition 1.1.20

Soit a, b deux nombres complexes, n et m deux entiers naturels. Alors

(ab)" = a™b™, a"t™ =a"a™ et (a")" =a"".

Proposition 1.1.21

Soit a € C et n € N. Alors

,
.

Exercice 5

= Montrer que si P(z) := a,2z™ + -+ + a1z + ag est un polynome a coefficients réels, 'ensemble de ses racines est
stable par conjugaison.

Définition 1.1.22

Soit @ un nombre complexe non nul. On étend la définition de a™ & n € Z en posant

lorsque n < 0.

Proposition 1.1.23

Soit a, b deux nombres complexes non nuls, n et m deux entiers relatifs. Alors

(ab)" =a™", "t =a"a" et (a™)" =a"™.

Proposition 1.1.24

Soit @ un nombre complexe non nul et n € Z. Alors

\.

\

Définition 1.1.25: Division euclidienne

Soit a € Z et b € N*. Alors il existe un unique couple (q,7) € Z2 tel que
a=qgb+r et 0<r<b.

q est appelé quotient de la division euclidienne de a par b, r son reste.

Exercice 6
:2023

= On pose j == —% + i‘/Tg. Calculer j2, puis en déduire j

Définition 1.1.26

Pour tout entier naturel n, on définit la factorielle de n que I’on note n! par
— 0l=1,
— VneN, (n+1)!=n+1)nl
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Remarque

= Sin e N*
nl=nxn—-1)x---x2x1

Définition 1.1.27

Pour tout couple (k,n) d’entiers naturels, on définit (Z) que ’on prononce « k parmi n », comme étant le

nombre de parties & k éléments d’un ensemble & n éléments.

Remarques
= Sik >n, alors (}) = 0.
= Sin € N, alors

Proposition 1.1.28

Soit n € N et k € [0,n]. Alors

\.

\.

Proposition 1.1.29: Relation de Pascal

Soit k£ et n deux entiers naturels. Alors
1
n i n _ n -+ .
k k+1 k+1
n

= Cette formule est appelée relation de Pascal. Elle permet de calculer efficacement les ( k) en construisant le triangle
de Pascal. Dans ce tableau contenant les (Z), ou n désigne la ligne et k désigne la colonne, on commence par placer
une colonne de 1 indiquant le fait que (8) = 1, puis une diagonale de 1 indiquant le fait que (Z) = 1. Les coefficients
au-dessus de la diagonale sont nuls et ne sont généralement pas représentés. Ceux en dessous de la diagonale sont
complétés, ligne aprés ligne en utilisant la relation de Pascal qui affirme que chaque coefficient est la somme du

coeflicient se situant au-dessus de lui et de celui au-dessus a gauche.

\.

\.

Remarque

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Ce triangle permet par exemple de lire sur la derniére ligne que (‘;’) =b5et (g) =10.

Proposition 1.1.30

Soit n un entier naturel et k € [0,n]. Alors

(B =

Remarques

= On peut simplifier I’écriture de (Z) en

k termes
n\ n! _(n+!k)!_n(n—1)---(n—(k—1)5
k) TRk K k! '

En particulier

(B-r < )25
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= Si k,n € N*, on a la formule dite « du capitaine »

(=5 G0

Exercice 7
= Soit k,n € N. Montrer que

Exercice 8

= Soit n € N*. Montrer que

Proposition 1.1.32

Soit a et b deux nombres complexes. Alors
—a?—-b>=(a—b)(a+b).
— Plus généralement, pour tout n € N*

a® — P = (a _ b) (an—l +an—2b+ . +abn—2 +bn—1)
n—1
= (a—0b) (Z a”_l_kbk) .
k=0

Proposition 1.1.33

Soit a un nombre complexe et n un entier naturel. Alors

1— an—i—l

n
da"=1+a+a’+---+a"=q 1-a
k=0 n+1 sia=1.

sia#1

.

1.2 Forme trigonométrique

1.2.1 Exponentielle if

Définition 1.2.1
Pour tout réel 0, on définit 'exponentielle de if par

e := cosf + isind.

Proposition 1.2.2

Soit 01 et O deux réels. Alors
ed =1 et ol (01+02) _ 4i61 ifa
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Proposition 1.2.3

Soit 6 € R. Alors

elf = e 10,

De plus, €' est non nul et si n € Z, alors

Proposition 1.2.4: Formules d’Euler et Moivre

Soit € un réel. Alors les formules d’Euler s’écrivent

ol 4 o—if ol _ o—if
cosl = —— et sinf = ———
2 21

Pour n € Z, la formule de Moivre nous donne

cos (nf) + isin (nf) = (cos@ +isind)" .

Proposition 1.2.5

— Soit § € R. Alors e = 1 si et seulement si § =0 [27].
— Plus précisément, étant donnés 6; et 0y € R, €1 = €2 si et seulement si 6; = 65 [27].

Exercice 9

= Déterminer la partie réelle de
1

1—cosf —isinf’

Proposition 1.2.6: Paramétrisation de U par « ’exponentielle if »

L’application qui a 6 associe ' est une surjection de R dans U. Autrement dit :
— SifeR, e cU.
— Pour tout u € U, il existe § € R tel que u = e'.

1.2.2 Application a la trigonométrie

Applications

= Factorisation par l’arc moitié
Etant donné un réel 6

1+6? = ei% (e_i% + ei%)
= 2cos (g) ois,
2
De méme
1—¢? = eig <e_i% — ei%>

9 .
= —2isin (5) eis,

i@]-;ez ( i9] —02 _i9] )

e" 2 +e 2 >:2cos(

Plus généralement, étant donnés 61,6, € R

il 4 olf2 _ o

91—92) (61162
2 )¢ T

. . 014065 L01—0o 01—y o 01 — 04 014065
el —elf2 — 75 (77 — o717 = 2isin 5 ez .
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= Calcul de sommes trigonométriques
Soit 6 € R et n € N. Calculer

C, = Zcos(k:@) et S, = Zsin(k@).
k=0 k=0

= Linéarisation de cos™ 6 sin™ 6
Etant donné deux entiers naturels n et m, on cherche & exprimer cos™#sin™ 6 comme combinaison linéaire des
cos(kf) et sin(kf) pour k € N. Pour cela, on peut utiliser les formules d’Euler avant de développer ’expression
par la formule du binéme de Newton et de regrouper les termes en utilisant & nouveau les formules d’Euler. Cette
opération sera utile lors du calcul de primitives.
Exemple : Linéariser sin® § et sin 6 cos* 6.

= Eaxpression de cos(nf) et sin(nf) comme polynéme en cosf et siné
Pour cette opération, une méthode consiste a utiliser la formule de Moivre avant de développer ’expression obtenue
a ’aide du binéme de Newton.
Exemple : Exprimer cos(50) comme un polynéme en cos 6.

Exercices 10
= Soit n € N et § € R. Calculer

z:;) <Z> sin (k6) .

k

= En exprimant cos(50) comme un polynome en cos 6, montrer que cos (7/10) est racine d’un polynéme a coeffi-
cients entiers. En déduire une expression de cos (7/10) a I’aide de radicaux.

1.2.3 Forme trigonométrique

Définition 1.2.7

Soit z € C*. On appelle forme trigonométrique de z toute écriture

our Ry et deR.

Remarques

= Si z = re'? est une forme trigonométrique, alors r = |z|.

= Tout nombre complexe non nul admet une forme trigonométrique. En pratique, pour la déterminer, on force la
factorisation de z par |z| et on écrit le second terme sous la forme e'?.

= Il existe deux moyens de représenter un méme nombre complexe : la forme cartésienne et la forme trigonométrique.
La premiére est particuliérement adaptée aux calculs de sommes, tandis que la seconde est particuliérement adaptée
aux calculs de produits.

Exercices 11
= Mettre —2 — 21/3i sous forme trigonométrique.

= Mettre sous forme trigonométrique

| +iv3 20
1-1i ’

On appelle argument de z € C* tout réel 0 tel que

Définition 1.2.8

z = |2| Y.

Tout nombre complexe non nul z € C* admet au moins un argument. Si 6 est I'un de ses arguments, ’ensemble
de ses arguments est 6 4+ 277 = {0 + k27 : k € Z}. On écrit

arg(z) =0 [27].
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EN{

Remarques

= Soit 71,79 > 0 et 01,605 € R. Alors

™ e‘el = ’/‘26192

si et seulement si 1 = ro et §; = 05 [27]. Contrairement a la forme cartésienne, il n’y a donc pas unicité de la
forme trigonométrique.

= Si z est un nombre complexe non nul, il existe un unique 6 € |—m, 7] tel que argz = 6 [27]. On dit que 6 est
Uargument principal de z et on le note Arg(z).

= Etant donné un nombre complexe z, on appelle forme trigonométrique généralisée de z toute écriture du type
z = pe'? ott p € R et § € R. Attention, méme si z # 0, on n’a pas nécessairement arg z = 6 [27]. En effet :
— Sip>0,alors p=|z| et argz =6 [27].
— Sip<0,alors p=—|z| et argz =0+ 7 [27].
Lorsque I'énoncé demandera explicitement de mettre un nombre complexe sous forme trigonométrique, c’est bien
sous la forme z = re'? avec r > 0 qu’il faudra le mettre. Cependant, lorsqu’on demandera de mettre z sous forme
trigonométrique pour conduire des calculs, une forme trigonométrique généralisée suffira le plus souvent.

Exercices 12

= Résoudre 1’équation

2=z

en utilisant la forme cartésienne, puis la forme trigonométrique de z.

= Résoudre I'équation 2° = 1/z.

Proposition 1.2.10

Soit z,2’ € C* et n € Z. Alors
arg(zz') = arg(z) + arg(z’) [27], arg <§> = arg(z) — arg(2) [27],

arg(z") = narg(z) [27], arg(z) = — arg(z) [27].

.

.

Remarque
= En général, Arg(zz') # Arg(z) + Arg(z’). Par exemple Arg((—1)(—1)) =0 et Arg(—1) + Arg(—1) = 2.

1.2.4 Exponentielle complexe

Définition 1.2.11

Soit z = x+iy un nombre complexe ou = et y sont respectivement la partie réelle et imaginaire de z. On appelle
exponentielle de z et on note e* le nombre complexe défini par

e :=e" (cosy +isiny).

Proposition 1.2.12

Soit 2z et 2’ deux nombres complexes. Alors

z+z' 2z

=1 et e =e“e”.

Proposition 1.2.13

Soit z un nombre complexe, et n € Z . Alors e* est non nul,

,
.

Proposition 1.2.14

Soit z un nombre complexe. Alors

\.
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— Soit z € C. Alors e* = 1 si et seulement si il existe k € Z tel que z = ik27.
— Plus précisément, étant donnés z; et zo deux nombres complexes, e*! = e*2 si et seulement si il existe
k € Z tel que z1 = zo + ik2m.

L’exponentielle est une surjection de C dans C*. Autrement dit :
— Pour tout z € C, e* € C*.
— Pour tout z € C*, il existe 2’ € C tel que ¢* = z.

Remarque

= Si z € C*, nous venons de voir qu’il existe 2z’ € C tel que e = z. Cependant, 2z’ n’est pas unique, ce qui nous
empéche de définir le logarithme de z. Par contre, on peut montrer qu’il existe un unique z’ € C tel que e” =zet
Im(2’) € |—m, w]. Ce nombre est appelé logarithme principal de z et noté Ln(z). De plus Ln(z) = In|z| + 1 Arg(z).
C’est le logarithme calculé par les logiciels de calcul formel ainsi que vos calculatrices. Malheureusement, ’identité
Ln (z2z") = Ln(z) 4+ Ln(2') est fausse; elle n’est vraie que modulo i27. C’est pourquoi, nous n’emploierons jamais
de logarithme avec les nombres complexes.

I Exercice 13
= Résoudre sur C I'équation e = /3 + 3i.

1.3 Racines d’un nombre complexe

1.3.1 L’équation du second degré

Définition 1.3.1

Soit @ un nombre complexe. On appelle racine de a tout nombre complexe z tel que

Remarques
= Si a est un réel positif, les racines de a sont v/a et —/a. Si a est un réel négatif, ses racines sont iy/|a| et —iy/|al.

= Sia € C, on parlera de racine de a, mais on n’écrira jamais \/a. Cette notation est réservée aux réels positifs.

Soit a un nombre complexe non nul. Alors a admet exactement deux racines distinctes opposées 'une a 'autre.

Remarque

= En pratique, pour trouver les racines d’un nombre complexe a, on procéde ainsi
— Si a s’exprime facilement sous forme trigonométrique. On connait donc r > 0 et 6 tels que a = re'?. Alors les
racines de a sont \/re'% et —/rel?.
— Si a est sous forme cartésienne et qu’il n’est pas simple de le mettre sous forme trigonométrique. On recherche
les racines de a sous la forme z := x + iy en effectuant une analyse : on suppose que z est une racine de a et on
exploite le fait que |z|* = |a| et que 22 et a ont méme partie réelle. On obtient donc

$2 +y2 _ |a|7
2% —y? = Re(a).

En résolvant ce systéme linéaire en z2 et y2, on obtient 4 couples (x,y) de solutions parmi lesquelles se trouvent
les racines de a. Un argument de signe sur les parties imaginaires de 22 et a permet d’éliminer deux candidats.
La proposition précédente nous assure que les deux candidats restants sont bien des racines de a.

Exercices 14
= Calculer les racines carrées de 1 + iv/3.

= Calculer les racines de 1+1i de deux maniéres différentes. En déduire une expression avec des radicaux emboités
de cos(7/8), sin(r/8) et tan(r/8).
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Soit a,b,c € C avec a # 0. On considére I’équation
(E) az? +bz+c=0.

On appelle discriminant de (E) le nombre complexe A = b? — 4ac.
— Si A # 0, le trindme admet deux racines distinctes

—b+46 -b—94§
= et Z9 ‘= :

A 2a 2a

ol J est une racine carrée de A.
— Si A =0, le trindbme admet une seule racine, appelée racine double

b

Zp = ——.
2a

Remarque

= Soit a,b,c € R avec a # 0. On considére I’équation

(E) az® +bz+c=0.

— Si A >0, le trindme admet deux racines réelles distinctes

b+ VA

AR

o . TbmVA
2a 2 2a

— Si A =0, le trindme admet une seule racine réelle, appelée racine double

b
2a°

zZo =
— Si A <0, le trinébme admet deux racines complexes conjuguées

Lo WAL b WA

2a 2a

Exercice 15

= Soit § € R. Résoudre sur C I'équation 2% — 2 cos(f)z + 1 = 0.

Soit a, b, c € C avec a # 0 et z1, 2o deux nombres complexes. Alors z; et 25 sont les deux racines, éventuellement
égales, de I'équation az? + bz + ¢ = 0 si et seulement si

c
21+ 2 =—— et 2129 = —.
a a
Remarque
= Si P, S € C, les solutions du systéme
Z1 + z9 = S
2122 = P,

sont (wy,ws) et (wa,w;) oll wy et wo sont les racines du trindme 22 — Sz + P = 0.
Exercices 16
= Déterminer les solutions de 1’équation 322 — 5z + 2 = 0.

= Reésoudre sur C le systéme
u? +0?2=3-2i
uv = 3+ 1.

1.3.2 Racines n-iémes

19
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Définition 1.3.5

Etant donné n € N* et a € C, on appelle racine n-iéme de a tout nombre complexe z tel que z™ = a. Les
racines n-iémes de 1 sont appelées racines n-iemes de [’unité et I’ensemble de ces racines est noté U,,.

Remarque

= Les racines n-iémes de 1 sont de module 1. Autrement dit, U,, C U.

Q 0 0 o o j2m
. ~. . = n
Soit n € N*. Il existe exactement n racines n-iémes de I'unité. En posant w := €' , ce sont

Remarques

= Lorsque 'on doit calculer sur des racines n-iémes, il est souvent plus efficace de les manipuler via leur propriété
(2™ = 1) plutot que par leur description (z = w*). On ne se rabat sur la description que lorsque la relation 2" = 1
ne suffit pas, ou en toute fin de calcul.

= Dans le cas otl n = 3, w est noté j. Les racines 3-iémes de I'unité sont donc 1, j, j2. Lorsqu’on travaille avec le nombre
complexe j, on exploite les relations

. .. 1 -
33:1, 1—|—J+JQ=0 et JT:J:JQ'

= Les racines n-iémes de I'unité forment un polygone régulier a n cotés.

Exercices 17
= Que dire de deux nombres complexes a,b € C tels que a® = b>?

= Soit n € N*. Résoudre sur C I’équation
+1)"=(E=-1)".

Z |z —1].

z€U,

= Calculer

Soit n > 2 et ¢ une racine n-iéme de 'unité, différente de 1. Alors
I+ ¢+ - (" =0

En particulier, la somme des racines n-iémes de 'unité est nulle.
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Proposition 1.3.8

o 9 o ;27 o 0
Soit a € C* et n € N*. Alors a admet exactement n racines n-iémes. En posant w := €' | si zg est une racine
n-iéme de a, les racines n-iémes de a sont

n—1
20,WZ20y .. W 20

Remarques
= Si a = rel? est sous forme trigonométrique, alors

0
2o = {reln
est une racine n-iéme de a.
= Sin > 2, la somme des racines n-iémes d’un nombre complexe est nulle.
Exercices 18

= Résoudre sur C ’équation
27— 1)° + (z+1)° =0.

= En considérant les racines 7-iémes de —1, montrer que

T cos 2T rcos L
COS7 COs 7 (o)) 7 = 2
1.4 Nombres complexes et géométrie plane
1.4.1 Le plan complexe

Définition 1.4.1

Soit P le plan euclidien orienté et R = (O, er , &5 ) un repére orthonormé direct.
— Si M est un point du plan de coordonnées (z,y) € R?

Oﬁzxe_f—i-ye_z)

on appelle affize de M le nombre complexe z + iy.
— Si W est un vecteur de coordonnées (z,y) € R?

_>

W =xéel +yés

on appelle affize de % le nombre complexe = + iy.

Remarque
—
= Si M est un point du plan, son affixe est I'affixe du vecteur OM.

Proposition 1.4.2

— Soit A et B deux points du plan d’affixes respectives a et b € C. Alors /@ a pour affixe b — a.
— Soit W et ¥ deux vecteurs d’affixes respectives u et v € C et ), € R. Alors A u+ I 7 a pour affixe
Au+ po.

Proposition 1.4.3

— Soit a et b deux nombres complexes. Alors |a — b| est la distance entre les points d’affixes a et b.
— Soit u un nombre complexe. Alors |u| est la norme du vecteur .

Proposition 1.4.4

Soit A, B, C trois points deux & deux distincts d’affixes respectives a, b, c. Alors

AC o arg (c_“> = (A_B>,A_6) [27].

~ AB b—a

c—a
b—a

.
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Soit A, B, C trois points deux & deux distincts d’affixes respectives a, b, c. Alors
— A, B, C sont alignés si et seulement si

c—a
R.
b—a <
— (AB) et (AC) sont orthogonales si et seulement si
c—a
€ iR.
b—a

Remarques
= Soit A, B, C trois points d’affixes respectives a, b, c € C. Si A, B, C sont deux & deux distincts, alors

cC—a

b—a
— c—a (c—a
b—a \b—ua

— (c—a)(b—a)=(c—a)b—a).

A, B, C sont alignés <= eR

On vérifie facilement que méme si A, B, C ne sont pas deux a deux distincts

A, B, C sont alignés <= (c—a)(b—a)=(c—a)(b—a).

= La proposition précédente étant essentiellement utilisée de cette maniére, on pourra tolérer exceptionnellement de
I'appliquer, méme si A, B, C ne sont pas deux & deux distincts. Ce genre de « division par zéro » est parfois tolérée
en géométrie. Bien entendu, dans tout autre domaine des mathématiques, ces horreurs ne seront pas tolérées.

Exercice 19

= Soit ABCD un quadrilatére non croisé. On construit A; extérieur au quadrilatére tel que le triangle BA;C est
isocéle et rectangle en A;. De méme pour By, Cy, D1. Montrer que les segments [A;C}] et [D;B;] ont méme
longueur et sont orthogonaux.

1.4.2 Les similitudes directes

Définition 1.4.6

Soit @ un vecteur. On appelle translation de vecteur T4 I’application qui au point M associe I'unique point

M’ tel que
MM = .

Soit @ un vecteur d’affixe u € C. La translation de vecteur @ transforme le point M d’affixe z en le point
M’ d’affixe
2 =z+u.

Remarque
= Une translation conserve les distances et les angles.
Définition 1.4.8

Soit © un point du plan et p € R*. On appelle homothétie de centre ) et de rapport p 'application qui au
point M associe I'unique point M’ tel que

—
QM = pQM.

Soit € un point du plan d’affixe w € C et p € R*. L’homothétie de centre Q) et de rapport p transforme le point
M d’affixe z en le point M’ d’affixe

!/

2 =p(z —w) +w.
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Remarque

= Une homothétie de rapport p € R* multiplie les distances par |p| et conserve les angles.

Définition 1.4.10

Soit ©Q un point du plan et 8 € R. On appelle rotation de centre €2 et d’angle 6 I'application qui au point M
associe
— Qsi M =Q.
. 17 3 3 !
unique point M’ tel que .
QM' = QM et (QM,QM’) = 0 [2n]

sinon.

Soit © un point du plan d’affixe w € C et § € R. La rotation de centre ) et d’angle 0 transforme le point M
d’affixe z en le point M’ d’affixe

Z =%z —w)+w.

Remarque
= Une rotation conserve les distances et les angles.
Exercice 20

= Quelle est I'expression en notation complexe des transformations suivantes ?
— a. La symeétrie centrale de centre 0.
— b. L’homothétie de centre 0 et de rapport 2.
— ¢. L’homothétie de centre 2 et de rapport 1/2.
— d. La composée des deux derniéres transformations.
— e. La rotation de centre 0 et d’angle 7/2.
— f. La rotation de centre 1+1 et d’angle 7/2.
— g. La composée des deux derniéres transformations.
— h. La symétrie orthogonale d’axe (Ox).
— 1i. La symétrie orthogonale dont ’axe Dy passe par O et fait un angle 0 avec 'axe (Ox).

Définition 1.4.12

Soit 2 un point du plan, r € R} et 6 € R. On appelle similitude de centre €, de rapport r et d’angle 0 la
composée (commutative) de "homothétie de centre € et de rapport r et de la rotation de centre € et d’angle 6.

Soit €2 un point du plan d’affixe w, r € RY et § € R. La similitude de centre 2, de rapport r et d’angle ¢
transforme le point M d’affixe z en le point M’ d’affixe

2 =re®(z —w) +w.

Remarques

= Si p < 0, 'homothétie de centre §2 et de rapport p est une similitude de centre €, de rapport |p| et d’angle .
= Une similitude de rapport 7 > 0 et d’angle 6§ multiplie les distances par r et conserve les angles.

Dans la suite, on confondra un point et son affixe, un vecteur et son affixe. On identifie ainsi le plan a C.

Définition 1.4.14

On appelle similitude directe toute application f de C dans C telle qu’il existe a € C* et b € C tels que

VzeC, f(z)=az+b.

Remarque

= Les translations et les similitudes de centre 2 de rapport r € R% et d’angle § € R sont des similitudes directes.
Nous allons voir que ce sont les seules.
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Proposition 1.4.15

La composée de deux similitudes directes est une similitude directe.

Proposition 1.4.16

Soit f une similitude directe et a € C*, b € C tels que

VzeC, f(z)=az+b.

— Sia=1, f est la translation de vecteur b.
— Sinon, il existe r € R} et 0 € R tels que a = rel?. f admet un unique point fixe w et

Vz2eC, f(z)=re®(z-w)+w.

Autrement dit f est la similitude de centre w, de rapport r et d’angle 6.

.

I Exercice 21

= A quelle transformation géométrique correspond la fonction f : z + (3 —1) + 2iz?
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1.5

1.5.1

Qcm

Le corps des nombres complexes

Définition, conjugaison, module

1.

Soit z € C. Le nombre complexe (z —1i)(z — 2i) est égal a

Oa. 22 -2 Ob. 22+2 Oc. 22— 3iz—2 Od. 22 -3iz+2

Si z est un nombre complexe, quelle est la partie imaginaire de z — iz 7
O a. 2Im(z) O b. Im(z) +iRe(%) O c. Im(2) 4+ Re(z) O d. Im(z) — Re(z)

Si z est un nombre complexe, quelle est la partie réelle de z + iz ?

O a. Re(z) +iRe(z) O b. Re(z) 4+ Im(z) O c. Re(z) —Im(z) O d. 2Re(z)
Si x est un nombre réel, la partie réelle de z := % est
Oa 1 Ob 1 Oc 1_7352 0Od 2z

T 14 a2 1 — a2 T 14 a2 1 — g2

Quel est 'inverse de 3 — 4i?

' 1 i 3 4i 3 4
Oa. - —+ Ob. -+~ Oc 242 0d. = 4+ 2%
a 1 371 “5t3 25 T 25

L’inverse d’un nombre complexe non nul z est égal a son conjugué z si et seulement si

Oa.z=1 Ob. |z|=1

O c. z est réel O d. z est imaginaire pur
Soit z,u € C tels que u? = z. Quand peut-on dire que |u| < |2|?

[ a. c’est toujours le cas U b. lorsque z n’est pas nul
O c. lorsque 0 < |2 < 1 O d. lorsque |z| > 1

Notons C). le cercle du plan complexe de centre 0 et de rayon r > 0. L’ensemble C,. est stable pour le produit

(] a. pour tout r [ b. seulement pour r < 1

O c. seulement pour r =1 O d. jamais

Inégalité triangulaire

1.

2.

Soit z,z" € C. Si |z| =1 et |2/| =2, alors |2/ — 2| est

[(Ja.égal al O b. compris entre 1 et V5

] c. compris entre 1 et 3 O d. inférieur & —1

Combien y a-t-il de nombres complexes z tels que |z —i| < let |z —2| <17

J a. aucun O b. un seul

[J c. deux complexes conjugués O d. une infinité

Puissance entiére, binéme de Newton

1.

Soit n € N et # un réel. Combien vaut >, _, (})z**+17?

Da. (1+2)™" Ob.z(1+2%)" O c. 2"k Od. (1+22+)
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1.5.2 Forme trigonométrique
Exponentielle i0
1. La formule de Moivre indique que pour tout réel z

O a. (cosz +isinz)"” = cos(nx) + isin(nz)

Oc.2cosz=e" +e*

C2ia: 41

2. Si x est un réel non nul modulo 7, le quotient &zt

Oa.itanzx O b. cotanz

3. Sia et b sont deux réels, on a e'® + ¢ = 0 pour

Oa.a=—b[27] Ob.a=-b [

4. La fonction f :t (eit)2 est périodique de période

Oa.l O b. Oc. 7

i
2
Application a la trigonométrie
— e_im)6 vaut

1. Si x est un nombre réel, (eim

Oa. —64sin®z O b. 64sin® z

2. Si x est un réel dans |0, 27[, le nombre complexe Ce::i

nx nx

i(n—1Dax Sin i(n—1)z COS
Oa.e” = —= Ob.e = =
S bl COS b

Forme trigonométrique

1. Un argument de 1 —1i est

™ 3
Oa. — Ob. —
a7y 4
1+
2. Le module de z := oi/3 est
2 Ob. V2
a. —— .
1+3
1+
3. Un argument de z = 3 est
Oa — & Ob. =
12 12

O c. icotanx

Oc.a=b+rw [27]

1
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O b. (cosz +sinx)" = cos(nz) + sin(nw)

Od. cos?z +sinz=1

vaut

O d.

—icotanx

O d. aucune valeur de a et b

0 d. elle n’est pas périodique

O c. 64cosbz O d. 64sin(62)

est égal &
. nz P nT
i(n+1)z SIN —— inz S111 =~
Oc.e 2 i Od.ie2 i
sin 5 sin 3
% T
Oc. — Od. —
4 4

1 V2

Oc. = Od. Y2
¢ 3 2
Oe 2T Od. "
12 12

4. Si a et b sont deux réels, I'argument de e'* + e (lorsque ce nombre est non nul) est égal a

a+b a+b

Oa [27]

[7] O b.

Exponentielle complexe

1. Soit z := re't

Oa.e" O b. e cost

2. Soit z == re't

a. sint O b. rsint

un nombre complexe, ot 7 est un réel positif. Le module de e* est

“ un nombre complexe, ol 7 est un réel positif. Un argument de e est

b
Oec + 250 g Od.a+b[2r]
0 c. e"sin? 0 d. reltl
Oec.rt O d. rcost
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1.5.3 Racines d’un nombre complexe
L’équation du second degré

1. Soit z € C. Que dire de z si 22 est réel ?

O a. z est réel O b. z est réel ou de module 1

[J c. z est réel ou imaginaire pur [1d. z est réel ou égal a i ou —i

2. Que dire d’un nombre complexe z dont les deux racines carrées sont conjuguées ?

[ a. c’est toujours le cas [0 b. cela n’est pas possible

[J c. z est un imaginaire pur O d. z est un nombre réel négatif

3. Soit a et b deux nombres complexes et z; la racine de I’équation du second degré 22 — 2az +b = 0 qui a le plus
grand module. Alors

O a. |z] < |af Ob. |z1] < |b]
Oe. |z1] > |af O d. [z1] > [b]
4. Soit z un nombre complexe non nul tel que z + % est réel. Alors
O a. z est réel U b. z est réel ou de module 1
[J c. z est réel ou imaginaire pur [0 d. z est réel ou égal a i ou égal a —i

5. Laquelle des équations suivantes admet deux solutions complexes conjuguées ?

Oa.22+3iz+44=0 Ob. 22+3iz2—4=0
Oc.2243244=0 Od.22432-4=0

Racines n-iémes

1. Le nombre complexe z := 2el™/3 est une racine 6-iéme de
1 ix
Oa.2 O b. 12 Oec. 64 Od. gew
2. Les solutions de I’équation 28 = z2 sont
[ a. les racines quatriémes de 1'unité O b. les racines quatriémes de 'unité et 0
O c. les racines huitiémes de l'unité O d. les racines huitiémes de 'unité et 0

3. Soit n > 2. Que dire du nombre complexe z si 'ensemble des racines n-iémes de z est stable par conjugaison ?

Oa.z=1 O b. z est un réel positif

[ c. z est un réel quelconque [ d. z est un imaginaire pur

4. Laquelle des parties suivantes de C n’est pas stable par I'application z — 1/2z 7

Oa.Lecercle Ui={z€C||z|=1}
O b. La droite des imaginaires purs privée de 0
[ c. Le demi-plan des complexes de partie imaginaire strictement positive

O d. L’ensemble des racines 100-iémes de 1

1.5.4 Nombres complexes et géométrie plane
Le plan complexe

Les similitudes directes
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1.6 Exercices

1.6.1 Le corps des nombres complexes
Définition, conjugaison, module
Exercice 1 : Lieu

1. On note f la fonction définie sur C\ {2} par

£lz) = zf;

Pour quels nombres z € C\ {2} a-t-on |f(2)| =17 Re(f(z)) =07
2. On note g la fonction définie sur C\ {2i} par

2z —1
9() = 5

Pour quels nombres z € C\ {2i} a-t-on g(z) € R? g(2) € U?

Inégalité triangulaire
Exercice 2 : Inégalité

Soit a et b deux nombres complexes.

1. Montrer que
|a + [b] < la +b] + |a —b].

2. Déterminer les cas d’égalité dans 'inégalité précédente.

Exercice 3 : Somme

Soit zg, 21, ..., 2, des nombres complexes de module 1. Montrer que
"Lz
k
> o #0
k=0

On pourra commencer par majorer

n

2k
> 5|
k=1

Exercice 4 : Majoration

Soit z € C. On suppose que
14+z+4224 42" =n2m.

Montrer que |z| < 1.

Puissance entiére, binéme de Newton
Exercice 5 : Majorations

1. Soit a et b deux nombres complexes et n un entier naturel non nul. Montrer que si on pose M = max(|a|, |b|),
alors

la™ — b < nM"™ ! |a —b|.

2. Soit z € C et n un entier non nul. Montrer que
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1.6.2 Forme trigonométrique
Exponentielle i0

Application a la trigonométrie
Exercice 6 : Linéarisation

3

2 T.

Linéariser I’expression cos®  sin

Exercice 7 : Calcul de sommes trigonométriques

On se donne un réel z.

1. Calculer les sommes suivantes
n
Z cos (kx),
k=0

2. (a) On suppose que z ¢ 27Z. Montrer que

k=01l=—k

n

(Z) cos (kz), kzn:_o kcos (kz) .

k=0

[N

(b) Calculer la valeur de cette somme pour x € 27Z de deux maniéres distinctes.

Forme trigonométrique
Exercice 8 : Mise sous forme trigonométrique

Soit 6 € R. On pose
2= —sin 20 + 2icos? 6.

1. Déterminer le module et 'argument de z.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur # pour que z et z — 1 aient méme module.

Exercice 9 : Calculs

Mettez les nombres complexes suivants sous forme trigonométrique généralisée

a. (1+¢9)", b. el +
b b ) .
c.a+b et d. 1a+b otua:=ce?etbh:=e?.
a— —a

Exponentielle complexe
1.6.3 Racines d’un nombre complexe
L’équation du second degré
Exercice 10 : L’équation du second degré
Résoudre sur C les équations suivantes
a. 22 = —7+ 24i, b. 22 = —3 — 4i, c.224+2+1=0,
d. 2?2 —22+i)2+6+8=0, e iz2+(4i—-3)z+i-5=0,

1
f.2' +22242242241=0 On pourra poser u =z + —,
z
1
g 2122 = 5 h. Z;+Zg2:1
21 + 229 = /3, 27 + 25 =3.

Exercice 11 : Modules et arguments des racines d’un trindme

Soit u un réel tel que |u| < 7. Calculer les modules et arguments de chacune des racines de I’équation

2% — 2z (cosu + isinu) + 2isinu (cosu + isinu) = 0.



30 CHAPITRE 1. NOMBRES COMPLEXES

Exercice 12 : Trindme dont les racines ont méme module
Soit a,b € C. Montrer que les racines de 22 + az + b = 0 ont méme module si et seulement si il existe A € [0,4] tel
2=X\b
que a® = \b.
Racines n-iémes
Exercice 13 : Equations

Résoudre les équations suivantes sur C

. o\ 2 -\ 3
d. (z +1)" = (2 — )", e.1+Z+T+(z+?) +<zfi) —0.

Exercice 14 : Equation
Soit n € N*. Résoudre I’équation
(2% + l)n = (z — )"
Exercice 15 : Relation trigonométrique

En considérant les racines 11-iémes de 1, montrer que

(2) +con (37 o () 1 eon (72 o (27) = 1
COSs 11 COS 11 COS 11 COS 11 COS 11 = 2

Exercice 16 : Calcul avec j

1. Calculer
(a—|—bj —|—cj2) (a—|—bj2 —|—cj) .

2. Sans effectuer de développement, retrouver le fait que cette expression ne change pas lorsqu’on échange deux
variables.

Exercice 17 : Autour des racines de ’unité

Soit (wk)ogkgnq les racines n-iémes de 'unité. Calculer pour tout entier p € Z

n—1 n—1
w? et w
k k-
k=0 k=0

1.6.4 Nombres complexes et géométrie plane
Le plan complexe
Exercice 18 : Caractérisation d’un triangle équilatéral

Soit A, B et C trois points du plan d’affixes respectives a, b et c.
1. On suppose que B # A. Montrer que ABC' est équilatéral si et seulement si

w‘;

c—a cC—a _im
=€ ou =€ 3.

b—a b—a

2. En déduire que ABC est équilatéral si et seulement si

a®> + b2+ 2 = ab+ ac+ cb.

Exercice 19 : Triangles équilatéraux

Soit (ABC) et (ADE) deux triangles équilatéraux directs et (ACF D) un parallélogramme. Montrer que (BFE)
est équilatéral direct.
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Exercice 20 : Algébre et géométrie
A tout nombre complexe z # 4, on associe le nombre

iz—4
z—4

/
z =

et on note C I'ensemble des points M d’affixe z du plan tels que 2’ est réel. Déterminer C par une méthode algébrique
puis par une méthode géométrique.

Exercice 21 : Lieu

Soit le point A d’affixe 2 et le point B d’affixe —2. A tout point M d’affixe z, autre que A, on associe le point M’

d’affixe
, 22—4

zZ = .
z—2

1. Déterminer |2’|. Que peut-on en déduire pour M’ ?

2. Déterminer I’ensemble £ des points d’affixe z tels que M’ = B.

3. Pour tout point M de &£ et distincts de A et B, que peut-on dire de
z—2 5
z' =2

Interpréter géométriquement ce résultat et en déduire une construction de M’.

Exercice 22 : Triangles

1. On considére les points A, B et C d’affixes respectives 1, z et iz. Déterminer I’ensemble des points B pour
lesquels A, B et C sont alignés.

2. On considére les points E, F' et G non alignés, d’affixes respectives, 21, z2 et z3. Déterminer une condition
nécessaire et suffisante pour que le triangle (EF'G) soit rectangle isocéle en E.
Les similitudes directes
Exercice 23 : Similitudes

1. Caractériser géométriquement la similitude
221 +1)z—7—4i.

2. Déterminer I’expression complexe de la rotation de centre 1 + i et d’angle 7 /4.

3. On note r la rotation de centre 2 + i et d’angle 7/2 et s la symétrie centrale de centre 1 — i. Caractériser
géométriquement s o r.

4. On note r la rotation de centre i et d’angle 7/3 et 7’ la rotation de centre 2i et d’angle —m/3. Caractériser
géométriquement 7’ o r.
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Chapitre 2

Logique, ensembles

« Si la logique est ’hygiéne du mathématicien, ce n’est pas elle qui lui fournit sa
nourriture; le pain quotidien dont il vit, ce sont les grands problémes. »

— ANDRE WEIL (1906-1998)

« Sur ’enseigne du barbier du village, on peut lire : Je rase tous les hommes
du village qui ne se rasent pas eux-mémes, et seulement ceux-la. Savez-vous
qui rase le barbier 7 »

— BERTRAND RUSSEL (1872-1970)

« J’aimais et j’aime encore les mathématiques pour
elles-mémes comme n’admettant pas ’hypocrisie et le vague,
mes deux bétes d’aversion. »

— STENDHAL (1783-1842)

B> dovides Shadobk.
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2.1 Eléments de logique

2.1.1 Assertion, prédicat

Définition 2.1.1

— On appelle assertion toute phrase mathématique a laquelle on peut attribuer une et une seule valeur de
vérité : vrai ou faux.

— Soit £ un ensemble. On appelle prédicat sur E toute phrase mathématique dont la valeur de vérité
dépend d’un élément x € E.

Exemples

= « 7 est un nombre premier » est une assertion vraie. L’assertion « 7 est divisible par 3 » est fausse.

= P(z) = «x est rationnel » est un prédicat sur R. P (3/4) est vrai alors que P(v/2) est faux.

= P(a,b,c) = «a®+b?> = c?» est un prédicat sur N3.

= « L’ensemble des nombres premiers est infini » est une assertion vraie. L’assertion « Il existe une infinité de nombres

premiers p tels que p+ 2 est premier » est une assertion dont on pense qu’elle est vraie. Mais aujourd’hui, personne
n’en a fait la preuve.

Remarques

= Deux principes fondamentaux gouvernent les valeurs de vérité des assertions.
— Le principe de non-contradiction : Une assertion ne peut étre a la fois vraie et fausse.
— Le principe du tiers exclu : Une assertion qui n’est pas vraie est fausse.

= Si P est un prédicat, on dit que P est vrai lorsque, quel que soit « € E, P(x) est vraie. Dire que P n’est pas vrai
signifie qu’il existe = € E tel que P(z) est faux.

Définition 2.1.2

— Le quantificateur universel V signifie « pour tout »
— Le quantificateur existentiel 3 signifie « il existe (au moins) un »

Remarque
= On trouve parfois le quantificateur 3! qui signifie « il existe un unique ».
Exercices 1
= Les assertions suivantes sont-elles vraies ?
1. VyeR, drxreR, z+4+y=0.
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2. dreR, VYyeR, z+4+y=0.
3. xR, VyeR, ¢>>u.
= Déterminer les x € R tels que
VneN, z"2 a4 2n,
Définition 2.1.3

Soit P et ( deux assertions.
— On définit Iassertion (non P) comme étant vraie lorsque P est fausse et fausse lorsque P est vraie.

— On définit Vassertion [P et Q] comme étant vraie lorsque P et @) sont vraies et fausse sinon.
— On définit 'assertion [P ou comme étant vraie lorsqu’au moins ’'une des deux assertions est vraie
)
et fausse sinon.

Remarques

= Les valeurs de vérité de ces assertions sont données par les tables suivantes.

Q Q
5 T P VI|IF P V|F
non P|F [V \% VIF \% VIV
F FI|F F VI|F
non P
P et Q P ou Q@

= Lorsque le menu d’un restaurant vous propose « fromage ou dessert », le « ou » est employé au sens strict (on dit
aussi exclusif) ; il n’est pas possible d’avoir les deux. En mathématiques, le « ou » est employé au sens large (on
dit aussi inclusif). Lorsqu’on dit qu’un entier naturel n est divisible par 2 ou par 3, il peut trés bien étre divisible
par 2 et par 3.

2.1.2 TImplication, équivalence

Définition 2.1.4

Soit P et @@ deux assertions. On définit l'assertion P = () comme étant fausse lorsque P est vraie et @ est
fausse, et vraie sinon.

Remarques
= Montrer P = () revient a prouver que si P est vraie, alors ) est vraie.
= Si P et @ sont deux prédicats sur E, P = @ signifie que Q(z) est vraie dés que P(z) est vraie. Si c’est le cas, on
écrit
Ve € E, P(z)= Q(z)
et on dit que P est une condition suffisante pour ) ou que @ est une condition nécessaire pour P.
Exercices 2

= Dans les exemples suivants, dites si le prédicat P est une condition nécessaire ou une condition suffisante pour
Q.
— E=R,P(z)=«z€Q»et Q(z) =«z?€Qy».
— F est 'ensemble des triangles du plan, P(T) := « T est isocéle » et Q(T') := « T est équilatéral ».
— E=R% P(z,y) =<«x=y [21]» et Q (2,y) == «x =y [7] ».
= Montrer que
Vez,yeR, [zy>0 et z+y>0 = [z>0 et y>0].

= Montrer que
VzeR, [VeeRy, |z|<e] = =z=0.

Soit P et @) deux assertions. Si P et P = () sont vraies, alors @ est vraie.

Remarque

= En pratique, on utilise cette proposition lorsque P et ) sont des prédicats. Si P = @ est vrai et x est un élément
de E tel que P(x) est vrai, alors Q(x) est vrai. Dans ce cadre, on dit que P = @ est un théoréme. Vérifier les
hypothéses du théoréme revient & vérifier que P(z) est vrai et appliquer le théoréme nous permet de conclure que
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Q(x) est vrai. Traduisons mathématiquement le raisonnement suivant : « Socrate est un homme. Puisque tous les
hommes sont mortels, alors Socrate est mortel ». Si P(x) := « 2 est un homme » et Q(x) := « x est mortel », alors
I’énoncé « Tous les hommes sont mortels » s’écrit

Ve eU, P(zr)= Q(z).

Puisque Socrate est un homme (P (Socrate) est vrai), on en déduit que Socrate est mortel (Q (Socrate) est vrai).
Exercice 3

= Soit a,b € R tels que
VeeR, z<a = x<b

Montrer que a < b.

Définition 2.1.6

Soit P et @ deux assertions. On définit I’assertion P <= () comme étant vraie lorsque P et ) ont méme valeur
de vérité, et fausse sinon.

Remarques

= Les valeurs de vérité des assertions P = @ et P <= (@) sont regroupées dans les tableaux suivants.

Q Q
P VI|F P A%
A% VI|F A% VI|F
F VIV F F|V
P=qQ P—=qQ

= Les assertions P <= @ et Q <= P ont méme valeur de vérité; on dit que la relation d’équivalence est symétrique.

= Si P et @ sont deux prédicats sur E, dire que P <= @ est vrai signifie que Q(x) et P(z) ont méme valeur de
vérité quel que soit x € E. Si c’est le cas, on écrit

Vee E, P(z)<= Q(z)

et on dit que P est une condition nécessaire et suffisante pour Q.

Soit P et @ deux assertions. Alors P < Q et [(P = Q) et (Q = P)] ont méme valeur de vérité.

Remarque

= Pour démontrer que P <= (), on pourra démontrer que P = @, puis que = P; on dit qu’on raisonne par
double implication.

Exercice 4
= Soit A € R et f la fonction définie sur R par

Ve e R, f(x):=sin(Ax).

Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que f soit 2w-périodique.

Soit P, @, R trois assertions. Alors

[P et (Q ou R)]
[P ou (Q et R)]

[P et @) ou (P et R),

<~
<~ [(P ou Q) et (P ou R).
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Proposition 2.1.9: Lois de Morgan

Soit P et Q deux assertions. Alors

non (P et Q) <—
non (P ou Q) <
non (non P) <=

Proposition 2.1.10: Raisonnement par contraposée

Soit P et ) deux assertions. Alors

[P= (@] <= [non Q= non PJ.

.

.

Remarque

= Lorsque 'on démontre [(non () => (non P)] pour montrer que [P => @], on dit que l'on raisonne par contra-
posée.
I Exercice 5

= Supposons que I'on ait montré que 72 est irrationnel. Peut-on en déduire que 7 est irrationnel ?

Proposition 2.1.11

Soit P et ) deux assertions. Alors

non (P= Q)] <= [P et (non Q)].

Proposition 2.1.12

Soit P un prédicat sur I’ensemble E. Alors

non [Vzx € E, P(z)] < [Fr€E, non (P(z))],
non 3z € E, P(z)] < [Vz€E, non (P(z)).

Exercice 6

= Soit f : R — R. Ecrire les phrases suivantes avec des quantificateurs. En déduire leur négation.

« f est majorée », « f est croissante », « f est décroissante ».

2.2 Ensemble

2.2.1 Ensemble, élément

Définition 2.2.1

Les notions d’ensemble, d’élément et d’appartenance sont des notions premiéres en mathématiques que I’on ne
définit pas. Intuitivement, un ensemble est une collection d’objets mathématiques appelés éléments. La notation
x € F signifie que I’élément = appartient a ’ensemble E.

Remarque

= Sixy,...,x, sont des objets mathématiques, I’ensemble constitué de ces éléments est noté {z1,...,z,}.

Définition 2.2.2

Soit A et B deux ensembles. On dit que A est inclus dans B et on note A C B lorsque

Vere A, xz€B.
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Proposition 2.2.3

Deux ensembles A et B sont égaux lorsqu’ils possédent les mémes éléments, c’est-a-dire lorsque

ACB et BCA.

Remarque
= En particulier {0,1} = {1,0} et {0,0,1} = {0,1}.

Définition 2.2.4

Soit E un ensemble. On appelle partie de E tout ensemble A inclus dans E. L’ensemble des parties de E est
noté P(E).

Remarque

= Un méme objet mathématique peut trés bien, selon le contexte, étre un élément ou un ensemble. Par exemple,
lensemble N est un élément de P(R).

Exercice 7
I = Déterminer P ({1,2}), P (P (@)) et P (P (P (2))).

Définition 2.2.5

Soit E un ensemble et P un prédicat sur E. On définit
{ze E|P)}

comme lensemble des éléments x de E tels que P(z) est vrai. C’est une partie de FE.

2.2.2 Opérations élémentaires

Définition 2.2.6

Soit A et B deux parties de E. On définit
ANB:={xeE|zecA et ze€ B}, AUB:={zx€E|z€A ou ze€ B},

A={zecE|xz¢A}.

Remarques
= Le complémentaire de A dans F est aussi noté A°.

= On dit que deux ensembles A et B sont disjoints lorsque AN B = @.

Proposition 2.2.7

Soit A, B, C' trois parties de E. Alors

AN(BUC) = (ANB)U(ANCQO),
AU(BNCQC) AUB)N(AuCQ).

Proposition 2.2.8: Lois de Morgan

Soit A et B deux parties de E. Alors

—
—

S
D
s
I

=l

N
C

|
|
PN

.

.

Exercices 8
= Soit A et B deux parties d’'un méme ensemble. Montrer que P (AN B) =P (A) NP (B).
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= Soit A, B, C trois parties d’un ensemble E non vide.
1. SAuB=AUC, at-on B=C?
2. SSAUB=ANDB, a-t-on A= B7?
3. Montrer que si AUB=AUC et ANB=ANC, alors B=C.
4. Montrer que si AUB =FE et ANB =@, alors A= B et B = A.

Définition 2.2.9

Soit A et B deux parties de F. On définit

A\B={ze€E|zx€A et x¢B}.

Remarques
= L’ensemble A\ B se lit « A privé de B ».
= Si A est une partie de £, A = E \ A.

Définition 2.2.10

Soit A et B deux ensembles. On définit A x B comme l'ensemble des couples (a,b) avec a € A et b € B. Par
définition, deux couples (a1, b1), (az,b2) € A X B sont égaux lorsque a1 = ag et by = bo.

\. 7

Définition 2.2.11

— Si Ayq,..., A, sont n ensembles, on définit Ay X --- x A, comme lensemble des n-uplets (aq,...,a,)
avec a1 € Ay, ...,a, € A,. Par définition, deux n-uplets (ay,...,an), (b1,...,b,) € A1 X -+ x A, sont
égaux lorsque

Vk e [1,n], ar = bg.
— Si A est un ensemble et n € N, on définit A” comme

A" = AXx Ax---xA.
—_————
n fois A

. w

Remarques

= A! est I'ensemble des 1-uplets (a), pour a € A; on confondra cet ensemble avec A. Quant & A%, c’est I'ensemble
qui contient un unique élément, le 0-uplet ().

= Pour énoncer qu’'un prédicat portant sur deux variables est vrai, on peut écrire « Vo € A, Vy € A, P(x,y) ».
On condense cependant souvent cette phrase en « V(z,y) € A%,  P(z,y) » ouen «Va,y € A, P(z,y) ».

2.3 Application

2.3.1 Définition, exemples

Définition 2.3.1

Soit E et F' deux ensembles. Une application f de E dans F associe & tout élément x € E un unique élément
f(z) € F, appelé image de = par f. On note

f: E — F

On dit que F est le domaine de f et que F' est son codomaine. L’ensemble des applications de E dans F' est
noté F (E, F).

.

\

Remarques

= Deux applications sont égales lorsqu’elles ont méme domaine et codomaine et qu’elles prennent la méme valeur en
chaque point de ce domaine.

= On utilise aussi les expressions « ensemble de départ » et « ensemble d’arrivée » d’une application pour désigner
respectivement son domaine et son codomaine.
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= « application » et « fonction » sont synonymes. L’usage veut cependant que ’on réserve le mot « fonction » aux
applications dont le domaine et le codomaine sont des parties de C.

= L’ensemble F (E, F) est aussi noté F¥.

= Pour les fonctions usuelles, il arrive qu’on omette les parenthéses et qu’on écrive sin z au lieu de sin(z). Cependant,
on ne se permettra pas de faire cela avec les autres fonctions.

Définition 2.3.2

Si f est une application de E dans F, on appelle graphe de f I'ensemble

{(z,y) e EXF | f(z) =y}

\ 7

Définition 2.3.3

Soit A une partie de E. On appelle fonction caractéristique de A et on note 1 4 'application de E dans {0,1}
définie par

1 sizeA
vee B 14@) = {0 sinon

.

Remarques
= Deux parties A et B de E sont égales si et seulement si 14 = 1p.
= Si A et B sont deux parties de E, alors

Vo € E, ]lAmB(I) = 11,4(3:)]1]3(37) et ]lAuB(JJ) = max (ﬂA(l‘),]lB(:II)) .

Définition 2.3.4

Soit f: E — F et y € F. On appelle antécédent de y tout élément x € E tel que f(x) = y.

Exercice 9

= Soit f I'application de R? dans R? qui au couple (z,y) associe le couple (z + 2y, zy). Déterminer les antécédents
de (3,1).

Définition 2.3.5

Soit f: E — F.
— Soit B une partie de F. On appelle image réciproque de B et on note f~!(B) I’ensemble des éléments
de F dont 'image par f est dans B.

[7(B)={z € E| f(2) € B}

— Soit A une partie de E. On appelle image directe de A et on note f(A) ensemble des éléments de F'
qui sont image d’un élément de A par f.

flAy={yeF|3zec A, f(z)=y}

L’ensemble f(F) est appelé image de f et noté Im f.

\ J

Remarque
= L’ensemble image f(A) est aussi noté
{f(x):z € A}.
Exercices 10
= Soit f la fonction
f: R — R
x +— sinz

Calculer f~H(f({m/2})) et f(f~'({0,2})).

= Soit f la fonction de C\ {i} dans C qui & z associe Zt}. Calculer f~! (U).
= Soit f la fonction de R dans R définie par

Ve eR, f(x)= v

1422
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En lisant le tableau de variations de f, intuiter f(R), puis prouver rigoureusement ce résultat.

= Soit f une application de E dans F. Si A est une partie de E, comparer f~1(f(A)) et A. De méme, si B est
une partie de F', comparer f(f~1(B)) et B.

Définition 2.3.6

Soit f une application de E dans F.
— Si A est une partie de E, 'application

F

f|A: A
T f(z)

I

est appelée restriction de f a A.
— On dit qu’une application g est un prolongement de f lorsque f est une restriction de g.
— Si B est une partie de F telle que
Vexe E, f(x)eB
I’application
’B : B

f(=)

f E
T

Il

est appelée corestriction de f & B.

. 7

Remarque

= Soit f: E— F, A une partie de E et B une partie de F' telles que
Ve e A, f(z)e€ B.

Alors, on peut définir 'application
B

fh: A4 —
z —  f(2)

appelée restriction de f & A, corestreinte & B.

Définition 2.3.7

Soit f: E— F et g: F — G. On définit 'application g o f de E dans G par

Ve e E, (gof)(z):=g(f(x)).

Remarque

= Si A est une partie de E, alors (go f)(A) = g(f(A)). De méme, si B est une partie de G, alors

(g0 /)7H(B) = f~H (g~ (B)).

Soit f:E—F,g:F—Geth:G— H. Alors

(hog)of=ho(gof).

On note cette application hogo f.

2.3.2 Application injective, surjective, bijective
Définition 2.3.9

Soit f: E — F. On dit que f est injective lorsque

VIIZl,LEQ ek, f(il)l) = f(l‘g) — 1 = T2

c’est-a-dire lorsque tout élément de F' a au plus un antécédent.
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Exercices 11

= Soit f une fonction de R dans R. Montrer que si f est strictement monotone alors elle est injective. La réciproque
est-elle vraie ?

= Soit f une fonction de R dans R telle que : Vz,y € R, |f(x) — f(y)| = |z — y|. Montrer qu’elle est injective.
= Soit ¢ Papplication qui & la fonction f de [—1, 1] dans R associe la fonction ¢(f) de R dans R définie par

Ve eR, [p(f)](z) = f(sinz)

Montrer que ¢ est injective.

= Soit E un ensemble et A une partie de E. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que

p: P(E) — 7P(E)
X — XnNA

soit injective.

Définition 2.3.10

Soit f: E — F. On dit que f est surjective lorsque

YVyeF, JxeE, flx)=y

c’est-a-dire lorsque tout élément de F' a au moins un antécédent.

Une application f: F — F est surjective si et seulement si Im f = F'.

Exercices 12

= L’application

est-elle injective 7 surjective 7

Définition 2.3.12

On dit qu’une application f : E — F est bijective lorsqu’elle est injective et surjective, c’est-a-dire lorsque tout
élément de F' posséde un unique antécédent.

Exercices 13

= Montrer que la fonction f qui & x associe ifii réalise une bijection de R dans U\ {—1}.

= Montrer que 'application
f: N — N
(a,b) — 2%(2b4+1)—1
est bijective.

= Soit X un ensemble et f: X? — X une bijection. Montrer que

g: X3 — X
(x,y,z) — f(th(yvz))

est bijective.

— La composée de deux applications injectives est injective.
— La composée de deux applications surjectives est surjective.
— La composée de deux applications bijectives est bijective.

Exercices 14

= Soit f: EF— F et g: F — G. Montrer que si g o f est injective, alors f est injective. De méme, montrer que si
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g o f est surjective, alors g est surjective.

= Kst-il vrai que si g o f est bijective, f et g le sont ?

Définition 2.3.14

Soit E un ensemble. On appelle identité et on note Idg ’application de E dans E définie par
Ve e B, Idg(z):==z.
Si f est une application de F dans F

fOIdE:f et IdFOf:f

Soit f une application de F dans F'.
— L’application f est bijective si et seulement si il existe une application g : F' — E telle que

gof:IdE et ng:IdF

Si tel est le cas, g est unique; on Iappelle bijection réciproque de f et on la note f~1.
— Si f: E — F est bijective, f~! est bijective et (f_l)_1 = f.

Remarques

= Soit f une bijection de E dans F. Quel que soit y € F, si x € E est tel que f(z) =y, alors f~1(y) = .

= La fonction In de R%} dans R est une bijection et sa bijection réciproque est la fonction exp de R dans RY .
Exercices 15

= Montrer que 'application
f: 7?2 — 72
(z,y) — (22 +y,5z+3y)

est bijective et calculer f~1.

= Soit f une bijection de R dans R. Montrer que si f est strictement croissante, il en est de méme pour f~1. Que
dire si f est impaire ?

Soit f: E— F et g: F — G deux applications bijectives. Alors g o f est bijective et

(gof)t=fTog"

2.3.3 Famille
Si E est un ensemble, il est courant de se donner n éléments f1,..., f, de E. Cela revient a définir une application
f: [Ln] — E

ou l'on pose f(i) := f; pour tout ¢ € [1,n]. Nous dirons que f est une famille d’éléments de E indexée par [1,n].
On peut généraliser ce principe et construire des familles indexées par un ensemble quelconque. Par exemple, on peut
considérer U'application f de R dans F(R,R), qui & A € R associe la fonction fy : R — R définie par

Ve eR, fi(z)=e".
On a ainsi défini une famille d’éléments de F (R, R) indexée par R.

Définition 2.3.17

Soit E un ensemble et I un ensemble, appelé ensemble d’indices. On appelle famille d’éléments de E indexée

par I toute application
f: I — FE
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Cette application est notée (f;);.;. L’ensemble des familles d’¢léments de E indexées par I est noté .

Remarques

= Une famille d’éléments de E indexée par N est une suite d’éléments de E.

= On appelle sous-famille d’une famille (f;),.; toute famille de la forme (f;),.; out J est une partie de I.

il
= Si A est un ensemble, on dit qu’une famille (f;);cs est la famille des éléments de A lorsque f est une bijection de

I dans A. Le fait de parler de « la » famille des éléments de A est un abus de langage, car cette famille n’est pas
unique.

Définition 2.3.18

Soit E un ensemble et (A;),.; une famille de parties de E. On définit alors

(Ai={zcE|Viel, zcAl}
el

JAi={zcE|Tiecl, zcA}
i€l

Exercice 16
= Soit f: F — E. On définit f™ pour tout n € N par

fO=Idg et [Vn eN, frfl.= fof"]

Soit A une partie de E. Pour tout n € N, on pose A, = f"(A). Enfin, on pose B := U,enA4,. Montrer que
A C B et que f(B) C B.

Soit E un ensemble et (A;);.; une famille de parties de E. Alors

Na=U% « Ya=N%

i€l iel i€l iel

Définition 2.3.20: Partition

Soit E un ensemble et (A;),.; une famille de parties de E. On dit que (A;),; est une partition de E lorsque

E=|]JA et Vi,jel, i#j= AiNA;=2].

iel

Remarques

= La définition de partition peut varier d’un cours & 'autre. Dans certains cours, on demande en plus que les A;
soient non vides; on appelle alors recouvrement disjoint ce que nous appelons ici partition.

= La notion de partition a été définie a l'aide de familles. Mais on peut aussi la définir de maniére ensembliste ; on
dit qu'une partie P de P(FE) est une partition (au sens ensembliste) de E lorsque
— VeeE, dJAeP, xz€A
— VA, Ao eP, A1 #A = A1NA=0.
— VYAeP, A#0o.
Remarquons que dans la définition ensembliste, on demande & ce que les ensembles appartenant & P soient non
vides.

I Exercice 17

= Déterminer les partitions au sens ensembliste de E = {1, 2, 3}.
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2.4 Relation binaire

Définition 2.4.1

Soit E un ensemble. On appelle relation binaire sur E tout prédicat R défini sur E x E. Si x et y sont deux
éléments de E et R (x,y) est vrai, on écrit xRy.

| L

Définition 2.4.2

On dit qu’une relation binaire R sur E est
— réflexive lorsque
Vre E, zRz.

— transitive lorsque
Vr,y,z € E, [tRy et yRz] = zRz.

— symétrique lorsque
Ve,y € E, 2Ry = yRux.

— antisymétrique lorsque
Vo,y € E, [xRy et yRza] = z=y.

2.4.1 Relation d’ordre
Définition 2.4.3

On dit qu’'une relation binaire < est une relation d’ordre lorsqu’elle est
— réflexive : Vz € E, =z <.
— transitive : Vo,y,z € B, [z =Xy et y=<z]=z =<z
— antisymétrique : Vo,y € E, [z =Xy et y<a]=z=y.

On appelle ensemble ordonné tout ensemble muni d’une relation d’ordre.

.

Remarques

= La relation < est une relation d’ordre sur R. La relation < définie sur F (R, R) par
Vi, ge F(R,R), f<g <= [VzeR, f(z)<g()

est une relation d’ordre sur F (R, R).
= Si F est un ensemble, la relation d’inclusion est une relation d’ordre sur P (E).

= Si =< est une relation d’ordre sur E, la relation = définie par
Ve,ye B, x>y < y==z

est une relation d’ordre appelée relation d’ordre opposée a la premiére.
= La relation < n’est pas une relation d’ordre sur R car elle n’est pas réflexive.
Exercice 18

= Montrer que la relation | définie sur N par
Va,beN, alp <= [FkeN, b=kd

est une relation d’ordre sur N.

Définition 2.4.4

On dit qu’une relation d’ordre < est totale lorsque

Ve,ye E, =<y ou y=xux.

Remarque

= La relation d’ordre < est totale sur R. Par contre, les relations < sur F (R,R), C sur P (F) et | sur N ne sont pas
totales.
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Définition 2.4.5

Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.
— On dit que M € E est un majorant de A lorsque

Vae A, a=xM.
— On dit que m € E est un minorant de A lorsque

Vae A, m=a.

.

Exercice 19
= Soit ¢ > 0. On définit la relation < sur R? par

V(z,t), (2, t) € R?  (x,t) < (2/,t) = |2/ —z|<c- (' —1).

Veérifier que c’est une relation d’ordre. Dessiner 1'ensemble des majorants et des minorants d’un couple (zg, tg).
L’ordre est-il total 7

Définition 2.4.6

Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.
— On dit que A admet un plus grand élément lorsqu’il existe un majorant de A appartenant a A. Si un tel
élément existe, il est unique et on 'appelle plus grand élément de A.
— On dit que A admet un plus petit élément lorsqu’il existe un minorant de A appartenant & A. Si un tel
élément existe, il est unique et on I'appelle plus petit élément de A.

\.

.

Remarques

= Muni de l'ordre usuel, [0, 1] admet un plus petit élément 0 mais n’admet pas de plus grand élément. Muni de la
relation de divisibilité, {2,3} n’admet ni de plus grand ni de plus petit élément.

= Un ensemble admettant un plus petit ou un plus grand élément est non vide.

= Si F est totalement ordonné et A est une partie finie non vide de FE, alors il admet un plus petit et un plus grand
élément.

2.4.2 Relation d’équivalence

Définition 2.4.7

On dit qu’une relation binaire R sur E est une relation d’équivalence lorsqu’elle est
— réflexive : Vo € E, xRzx.
— transitive : Va,y,z € E, [¢Ry et yRz] = aRz.
— symétrique : Vx,y € E, 2Ry — yRz.

Remarque

= Si F est un ensemble quelconque, la relation d’égalité est une relation d’équivalence. Si n € N* la relation R
définie sur Z par « Va,b € Z, aRb <= a = b [n]» est une relation d’équivalence. De méme, si f est une
application de FE dans F, la relation R définie sur F par «Va,y € E, 2Ry <= f(z) = f(y)» est une relation
d’équivalence.

Exercice 20

= Soit F un ensemble. Montrer que la relation R définie sur P (F) par
VA,BeP(E), ARB <= «Il existe une bijection de A dans B. »
est une relation d’équivalence.
Définition 2.4.8

Soit R une relation d’équivalence sur E et x € E. On appelle classe d’équivalence de x et on note Cl(x)
I’ensemble des éléments de E en relation avec x

Cl(z) ={y € E | zRy}.
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On dit qu’une partie A de E est une classe d’équivalence lorsqu’il existe © € E tel que A = Cl(x). J

Remarque

= Siz,y € E, alors
Cl(z) =Cl(y) <= zRy.

Soit R une relation d’équivalence sur E. Alors, ’ensemble des classes d’équivalence réalise une partition de F.

Exercice 21

= Soit n € N*. Déterminer le nombre de classes d’équivalence sur Z pour la relation de congruence modulo n.

2.5 L’ensemble des entiers naturels

Dans ce cours, nous ne chercherons pas a construire I’ensemble des entiers naturels. Nous nous limiterons a la
définition intuitive suivante.

N:={0,1,2,3,...}

Nous supposerons aussi définies les opérations usuelles + et x ainsi que la relation d’ordre totale <. Nous admettrons
enfin la proposition suivante.

Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

Toute partie non vide majorée de N admet un plus grand élément.

2.5.1 Récurrence

Soit A une partie de N telle que

— 0€e A,

— VneN, nedA=n+1€eA.
Alors A =N.

Remarques

= Cette proposition est au coeur du principe de récurrence. Si H est un prédicat sur N tel que
— Hp est vraie,
— VYneN, H,= Hnpt+1,
alors H,, est vraie pour tout n € N. Il suffit pour démontrer cela d’appliquer la proposition précédente a

A= {n e N|H, est vraie}.

= Le principe de récurrence double est une conséquence du principe de récurrence. En effet, si H est un prédicat sur
N tel que
— Ho et H; sont vraies,
— VneN, [H, et Hop] = Hnto,
alors H,, est vraie pour tout n € N. Il suffit pour cela de remarquer que le prédicat P défini sur N par

VneN, P, :=«H, et Hyy1 sont vraies »

vérifie le principe de récurrence.

= De méme, le principe de récurrence forte est une conséquence du principe de récurrence. En effet, si H est un
prédicat sur N tel que
— Hp est vraie,
— VneN, [Ho et ... et Hp] = Hnpt1,
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alors H,, est vraie pour tout n € N. Il suffit pour cela de remarquer que le prédicat P défini sur N par
VneN, P,=<«HyHi,...,H, sont vraies ».

vérifie le principe de récurrence.
Exercices 22
= Montrer que pour tout n € N, 4™ + 2 est un multiple de 3.

= Soit (u,) la suite définie par

up =1, wp =1, et VneN, uUpyo:i=1upt1 + Usy -

n+2

Montrer que pour tout n € N*, u,, < n?.

= Montrer que tout entier n € N* s’écrit comme produit de nombres premiers.

2.5.2 Définition par récurrence

Soit E un ensemble, f € F(E, E) et x € E. Alors, il existe une unique suite (u,) d’éléments de E telle que

Uy = x et VneN, upi1 = fluy).

Remarque

= 1l arrive qu’au lieu d’avoir une fonction f € F(FE, E), on ait une fonction f € F(A, E) o A est une partie de E.
Siz € A, et que l'on souhaite prouver 'existence d’une unique suite (u,,) telle que

Uy = et VYn €N, upt1 = f(un),

nous sommes face & un probléme bien plus délicat. En effet, 'existence d’une telle suite n’est pas garantie puisque
si u, € A, alors up41 = f(u,) est un élément de E mais on n’a aucune garantie qu’il soit dans A, ce qui est
nécessaire pour définir u,1o. Par exemple, il n’existe pas de suite (u,,) telle que

1 3uy, — 2
Uy = — et vneN, wu = —.
0 2 n+1 Uy — 1
En effet, si tel était le cas, on aurait u; = 1 et ug = (3u; — 2)/(u1 — 1) ne serait pas défini. On ne peut tout
simplement pas appliquer la proposition précédente, car la fonction

f: R\{1} — R
3xr —2

rz—1

X

n’est pas définie sur R mais sur R\ {1}.

Définition 2.5.5

Soit E un ensemble, A une partie de E et f € F(A, E). On dit qu'une partie B de A est stable par f lorsque

Vzx e B, f(z)eB.

Remarques

= Si B est stable par f, il est possible de considérer la restriction de f & B, corestreinte & B. On parle alors
d’application induite & B.

= Si A est une partie de E, f € F(A, E) et € A, pour prouver U'existence d’une unique suite (u,) telle que
Uy = et VYneN, upt1 = fun),

il suffit de trouver une partie B de A, stable par f et telle que z € B.
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Exercice 23

= Soit = € [2,+o0[. Montrer qu’il existe une unique suite (u,) telle que

Uy =T et VneN, upy =

3u, — 2

Up — 1

49
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2.6 Qcm

2.6.1 Eléments de logique
Assertion, prédicat
Implication, équivalence

2.6.2 Ensemble

Ensemble, élément

1. Soit F ’ensemble {{1,2},3}. Alors

O a. 1 appartient a E O b. {1} est inclus dans E
O c. {1,2} appartient & F O d. {1,2} est inclus dans F

2. Si E est un ensemble et P(E) est 'ensemble de ses parties, on a toujours

Oa. ECP(E) Ob. E€P(E)
Oc. {E} € P(E) O d. ENP(E) est non vide

Opérations élémentaires
1. Soit E, F, G trois ensembles. Alors £ N (F UG) vaut
Oa. (FUF)N(EUG) Ob. (ENF)U(ENG) Oc. (ENF)UG Od. (ENF)N(ENG)
2. Soit E, F,G, H quatre ensembles tels que F C G et F' C H. Laquelle des inclusions suivantes n’est pas vérifiée 7
Oa. (ENF)C(GNH) Ob. (FUF)C(GUH)
Oc. (E\F)C(G\H) Od. (ExF)N(Gx H)

2.6.3 Application
Définition, exemples
1. Si f est une application de E dans F et si A est une partie de F', alors I'ensemble f~1(A) est
Oa. {zx€E| f(x) € A} Ob. {f'(z):2z€a} Oc. ANF Od. AnE
2. Soit f une application de E dans F. Quelle condition est nécessaire pour que la fonction f o f soit définie?
Ja.E=F Ob. f(E)CE Oc. f(E)CF ad. f Y (F)cE
Application injective, surjective, bijective

1. Soit f une application de E dans E. Laquelle des conditions suivantes n’est pas suffisante pour affirmer que f
est injective 7

O a. f est bijective O b. fo f est bijective O c. fo f est injective O d. fo f est surjective
2. Soit f une application de R dans R et g la restriction de f a [0, +00[. On peut dire que

O a. si f est surjective de R dans R, alors g est surjective de [0, +oo] sur [0, +00]
O b. si f est surjective de R dans R, alors ¢ est surjective de [0, +oo[ sur R
O c. si f est bijective de R dans R, alors g est surjective de [0, +o00[ sur [0, +0o0]

O d. si f est injective, alors g est injective
3. Laquelle des fonctions suivantes établit une surjection de R sur R?
Oa.x—e” Ob. 2 — 22 Oc. x> 2? Od. z— |z

4. Si f et g sont deux bijections de R sur R, quelle est la bijection réciproque de go f 7

Oa.g lof! Ob. flog! Oc.g t4+ 7t Od. f'xg?
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Familles

1. Que vaut la réunion suivante : U, >1 [1, 1+ %[7

Oa. {1} Ob. [1,2] Oec 1,2 Od. [1,2]

2.6.4 Relation binaire

1. Parmi les relations binaires suivantes, laquelle n’est pas réflexive ?

[J a. le parallélisme, sur I’ensemble des droites du plan
O b. lorthogonalité, sur ’ensemble des droites du plan
[ c. la divisibilité, sur ’ensemble des entiers naturels non nuls
0 d. I’égalité, dans R
Relation d’ordre
1. Dans lequel des ensembles ordonnés suivants existe-t-il des parties non vides et non minorées ?

O a. N muni de 'ordre usuel O b. N* muni de la divisibilité

O c. P(R) muni de l'inclusion O d. |0, 400 muni de Pordre usuel
Relation d’équivalence
2.6.5 L’ensemble des entiers naturels
Récurrence

Définition par récurrence

1. Soit (un)n>1 définie par son premier terme u; > 0 et la relation de récurrence u,11 = u, + 1/u,. Alors, on
peut montrer par récurrence sur n que

O a. u,, est rationnel Ob.u, >0 Oc. up < Upy dd. u, <nup
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2.7 Exercices

2.7.1 Eléments de logique
Assertion, prédicat

Implication, équivalence

Exercice 1 : Phrases mathématiques

On considére les propositions
1.Vt eR, [YWeR, zy=0)= z=0]
2.VreR, VyeR, [zy=0=z=0].

Sont-elles vraies ou fausses ? Bien entendu, on justifiera.

Exercice 2 : Quantificateurs

Ecrire avec des quantificateurs les assertions suivantes, ot (u,) désigne une suite réelle et f désigne une fonction
de R dans R.

—

La suite u est majorée.

La suite v n’est pas majorée.

La fonction f est nulle.

La fonction f n’est pas nulle.

La fonction f n’est pas croissante.
La fonction f est périodique.

La fonction f n’est pas périodique.

La fonction f n’est pas paire.

© ® NS T

La fonction f n’est pas bornée.

Exercice 3 : Autour des suites

Soit (uy,) une suite réelle. Montrer ’équivalence des deux propriétés suivantes
1. VAeR, dneN, u, > A
2. VAeR, dneN, wu,>A.

Que signifient ces énoncés ?

2.7.2 Ensemble
Ensemble, élément
Opérations élémentaires
Exercice 4 : Ensembles

Soit A et B deux parties d’'un ensemble FE.

1. Montrer que
ANB=AUB=— A=B8B.

2. Montrer que
A\ (A\ B)=ANB.

Exercice 5 : Ensembles

Soit FE un ensemble et A, B,C € P(E). Montrer que les 3 assertions suivantes sont deux a deux équivalentes.
— A\BcCC.
— A\C CB.
— ACBUC.
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Exercice 6 : Equation ensembliste

Soit A, B deux parties de E.
1. On souhaite résoudre 'équation AU X = B pour X € P (E).

(a) Montrer que si I'équation admet au moins une solution, alors A C B.
(b) Montrer que si A C B, I’ensemble des solutions de 1’équation est

{((B\A)UT :T € P(A)}.

(¢) Conclure.
2. On souhaite résoudre I’équation AN X = B pour X € P (E).

(a) Montrer que si I’équation admet au moins une solution, alors B C A.
(b) Montrer que si B C A, 'ensemble des solutions de 1’équation est

{BUT:T eP(A)}.

(c) Conclure.

Exercice 7 : Equation ensembliste

Soit E un ensemble et A et B deux parties de E. Discuter et résoudre ’équation

(ANX)U(BNX°) =0o.

2.7.3 Application
Définition, exemples
Exercice 8 : Différence symétrique

Soit E un ensemble. Quels que soient A, B € P(E), on définit la différence symétrique AAB entre A et B par
AAB = (AUB)\ (AN B).

1. Déterminer AAB dans les deux exemples suivants.
— E:=1{1,2,3,4}, A:={1,2}, B:=1{1,3}.
— E =R, A:=]-0,2], B:=[1,+00].

2. Montrer que
VA,B € P(E), AAB= (AHF) U (BHZ) .

3. Montrer que pour tout (A, B) € P(E)?
Taap =14+ 1p —21415.
4. En déduire que la loi A est associative sur P(E), c’est-a-dire que

VA,B,C € P(E), AA(BAC)=(AAB)AC.

Application injective, surjective, bijective
Exercice 9 : Fonction de C* dans C

Soit f la fonction

1. Montrer que f est surjective mais non injective.
2. Déterminer f~!(iR).
3. Déterminer f (U).
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Exercice 10 : Fonction de C? dans C?

Soit f la fonction

1. f est-elle injective ?
2. f est-elle surjective ?

3. Déterminer les antécédents de (3 — 2i,3 +1i) par f.

Exercice 11 : Injection, surjection

Soit E et F' deux ensembles, f: E — Fetg: F — E.
1. Montrer que si fogo f = f et que f est injective, alors g est surjective.

2. Montrer que si go f o g = g et que g est surjective, alors f est injective.

Exercice 12 : Image directe, image réciproque

Soit f: E — F, A une partie de E et B une partie de F'. Montrer que
F(ANF(B)) = f(A) N B,

Exercice 13 : Une bijection de [0,1] dans |0, 1|

Montrer que la fonction f : [0,1] — ]0, 1[ définie par

% siz=0
Ve e[0,1], f(z) =175 siz=+avecneN
T sinon

est une bijection.

Exercice 14 : Application ensembliste

Soit A et B deux parties de E et

f: PE) — PA)xP(B)
X — (XNAXNB).

1. Montrer que f est injective si et seulement si AU B = E.
2. Montrer que f est surjective si et seulement si AN B = &.

3. On suppose que f est bijective. Calculer f~1.

Exercice 15 : Application fonctionnelle

Soit f une application de F dans E et ¢ I’application

¢: F(E,E) — F(E,E)
g — gof.

Montrer que ¢ est bijective si et seulement si f 1’est.

Exercice 16 : Haskell Curry

Soit A, B, C' trois ensembles. Montrer que ’application

¢: F(AxB,C) — F(A F(@B,C)
f— of): A
a

~—

est bijective.
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Exercice 17 : Il n’y a pas de surjection de E dans P(FE)

Montrons que si F est un ensemble, il n’existe pas de surjection de F dans P(F). On raisonne par I’absurde et on
suppose qu'il existe une surjection ¢ de E dans P(FE). Conclure a une absurdité en considérant

A={zreE|z¢ ().

Exercice 18 : Composition, injection et surjection
1. Soit A, B, C, D quatre ensembles, f: A — B, g: B— C, h: C — D trois applications telles que go f et hog
sont bijectives. Montrer que f, g et h sont bijectives.

2. Soit X, Y, Z trois ensembleset f: X - Y, g:Y — Z, h: Z — X trois applications. On forme les applications
composées hogo f, go foh, fohog. On suppose que deux d’entre elles sont surjectives et la troisiéme injective.
Montrer qu’alors f, g et h sont bijectives.

Exercice 19 : Inversion a droite, a gauche d’une application

Soit f une application de A dans B.

1. (a) Montrer que f est surjective si et seulement si il existe une application g de B dans A telle que fog =Idp.
b

(b)
2. (a) Montrer que f est injective si et seulement si il existe une application g de B dans A telle que go f = Id 4.
(b)

Dans le cas ou f est surjective, montrer que g est unique si et seulement si f est bijective.

Dans le cas ou f est injective, montrer que g est unique si et seulement si f est bijective.

Exercice 20 : Image directe et réciproque

Soit f une application de A dans B.
1. Montrer que f est surjective si et seulement si quelle que soit la partie Y de B, on a f(f~1(Y)) =Y.
2. Montrer que f est injective si et seulement si quelle que soit la partie X de A, on a f~! (f(X)) = X.

Exercice 21 : Application

Soit E un ensemble et f une application de E dans FE telle que fo fo f = f. Montrer que f est injective si et
seulement si f est surjective.
Exercice 22 : Application

Soit E et F deux ensembles, f une application de E dans F', et g une application de F' dans E. On suppose que
fogo f est bijective. Montrer que f et g sont bijectives.
Familles
Exercice 23 : Partition

Soit E l’ensemble des fonctions de N dans {1,2,3}. Pour tout ¢ € {1,2,3}, on pose A; = {f € E| f(0) =1i}.
Montrer que les A; forment une partition de E.

2.7.4 Relation binaire
Relation d’ordre
Exercice 24 : Ordre sur N*

On considére la relation R définie sur N* par
Vn,m e N*, nRm <<= [F¢geN*, m=n’.

1. Montrer que R est une relation d’ordre sur N*.
2. Est-ce que R est totale ?

Exercice 25 : Plus grand, plus petit élément

Montrer que si E est un ensemble ordonné dont ’ordre est total, toute partie finie de £ admet un plus petit et un
plus grand élément. Que dire si 'ordre n’est pas total 7
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Exercice 26 : Applications croissantes

Soit (F,=<) un ensemble ordonné. Une application f de E dans E est dite croissante lorsque
Vo,y € B, v =y= f(z) 2 f(y)

1. Montrer que la composée de deux applications croissantes est croissante.

2. Montrer que si E est totalement ordonné, I’application réciproque d’une bijection croissante est croissante.

Relation d’équivalence
Exercice 27 : Relation sur R

On note R la relation définie sur R par
Vo,y eR, 2Ry <+— a°>—22=1y>—-2.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur R.

2. Pour tout x € R, déterminer la classe d’équivalence modulo R.

Exercice 28 : Factorisation canonique

Soit f une application de A dans B et R la relation binaire définie sur A par
Vo, m € A, 1iRrs = f(21) = f(22).

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Montrer que les classes d’équivalence sont les images réciproques des {y} pour y € f(A4).
On appelle ensemble quotient A/R 1’ensemble des classes d’équivalence pour la relation R.

3. Soit s I'application de A dans A/R qui & x associe la classe de x. Montrer que s est une surjection appelée
surjection canonique.

4. Soit i Papplication de f(A) dans B qui a y associe y. Montrer que ¢ est une injection appelée injection canonique.

5. Montrer qu’il existe une et une seule application f de A/R dans f(A) telle que f =io fos. Montrer que f est
une bijection.

6. Soit C' un ensemble et g une application de A dans C. Montrer qu’il existe une application § de A/R dans C

telle que g = g o s si et seulement si

Vo, 20 € A, x1Rxe = g(x1) = g(x2).

2.7.5 L’ensemble des entiers naturels
Reécurrence
Exercice 29 : Inégalité

Montrer par récurrence que
4n 43

VneN* V14+vV2+---4+vn< c

Vn.

Exercice 30 : Fibonacci

On considére la suite de Fibonacci définie par
FO = 0’ Fl =1 et VHEN, F7L+2 = Fn+1 +Fn

1. Montrer que : Vn e N, F, >n—1.
2. Montrer que : Vn € N, F,F, 4o — F2 | = (=1)"TL

n
3. Montrer que
VneN, Fopp1=F2  +F et Fapio=Fo ,—Fr
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Exercice 31 : Inégalité sur Fibonacci

On considére la suite de Fibonacci définie par
Fo=1, Fi=1 e VneN, F, o=F,1+F,.
Déterminer les 7 € R% tels qu'il existe o € R, tel que
vneN, F,<ar".

Exercice 32 : Inégalité

Montrer que

An 2 An
Vn € N*, < ( ”) <=
2y/n n

Exercice 33 : Injections de N dans N

Déterminer les injections f de N dans N telles que

VneN, f(n)<n.

Exercice 34 : Equation fonctionnelle

Le but de cet exercice est de déterminer les fonctions f de N dans N telles que
(B)  VneN, f(n)+(fof)n)=2n,

1. Déterminer une fonction vérifiant (E).
2. Réciproquement, soit f une fonction de N dans N vérifiant (F).

(a) Montrer que f est injective.
(b) Montrer que : Vn € N,  f(n) = n. Conclure.

Exercice 35 : Equation fonctionnelle

Montrer qu’il existe une unique bijection f: N — N telle que
VneN, |[f(n)—n|=1

Que se passe-t-il si on remplace N par Z 7

Exercice 36 : Les crayons de couleur

Nous allons démontrer que toute boite de crayons de couleur ne posséde que des crayons de la méme couleur.
Pour cela, on procéde par récurrence sur le nombre n de crayons. L’initialisation est évidente car une boite ne conte-
nant qu’un crayon ne posséde que des crayons de la méme couleur. Pour I'hérédité, supposons que le résultat est
vrai pour n crayons et considérons une boite de n 4+ 1 crayons de couleur. On enléve le premier crayon. Par hypo-
these de récurrence, tous les autres crayons ont la méme couleur. On replace le premier crayon et on enléve le dernier
crayon. De méme, tous les autres crayons ont la méme couleur. On en déduit que les n+1 crayons ont la méme couleur.

Quelle est I'erreur de ce raisonnement ?

Exercice 37 : Les Moines

Dans un camp de bouddhistes, on apprend qu’il y a au moins un malade. Cette maladie n’est pas contagieuse
ni évolutive (le nombre de malades n’évoluera plus). Afin de préserver une entiére pureté et ne pas perturber les
meéditations, un bouddhiste qui se sait malade doit partir. Cette maladie se caractérise uniquement par une téche
rouge sur le front. Un symptdme qui leur permet de reconnaitre sans hésitation si une personne est malade. Le
probléme est qu’il n’y a aucun moyen pour un bouddhiste de se voir. Il n’y a aucun miroir ou autre moyen permettant
de voir son propre front. De plus, les moines bouddhistes ont fait le veeu de silence et ne communiquent d’aucune facon.
Ils ne font que méditer, lire et ont un esprit trés logique. Ils se réunissent tous une seule fois par jour au lever du soleil
pour une méditation commune de 3 heures. Pendant ces trois heures, ils n’ont toujours pas le droit de communiquer
entre eux ni de partir avant la fin de la séance commune. Au bout de 5 jours, tous les malades sont partis. Combien y
avait-il de moines malades ?
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Définition par récurrence
Exercice 38 : Suite définie par récurrence

Montrer qu’il existe une unique suite (u,,) telle que

u =1 wu=1 et |[VneEN, uypo=
un+1
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« Le calcul infinitésimal est I’apprentissage du maniement des inégalités bien plus que des égalités, et

on pourrait le résumer en trois mots : majorer, minorer, approcher. »

— JEAN DIEUDONNE (1906-1992)

« Les hommes sont comme les chiffres, ils n’acquiérent de valeur que par

leur position. »

— NAPOLEON BONAPARTE (1769-1821)
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3.1 Le corps ordonné R

3.1.1 La relation d’ordre sur R

La relation d’ordre < définie sur R posséde les propriétés suivantes.
— Elle est totale.
Va,be R, a<b ou b

VAN
S

— Elle est compatible avec I'addition.
Va,b,ce R, a<b =— a+c<b+ec
— Elle est compatible avec la multiplication.

Va,beR, [0<a et 0<bH = 0<abd

Remarques
= Sia,b € R, lanégation de « a < b» est «a>b».
= La relation < étant antisymétrique sur R, 0 est le seul réel a la fois positif et négatif.

= Deux réels a et b sont de méme signe si et seulement si ab > 0. On dit qu’ils sont de méme signe au sens strict
lorsque ab > 0.

= Quel que soit a € R, a? > 0.
Exercices 1

= Soit a, b deux réels positifs. Montrer que

Md;b.

= Soit a,b,c € R tels que a® + b? + ¢ = ab + bc + ca. Montrer que a = b = c.
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Proposition 3.1.2

Ya,b,c,d € R, [a<b et ¢<d = a+c<b+d

Va,b,c € R, [a<b et 0<c = ac<be

Va,b,c,d € R, 0<a<b et 0<c<d) 0 <ac<bd
Va,b € R, VneN, 0<a<b = 0<Lad"<bd"

Remarque

= On peut multiplier une inégalité de signe quelconque par un réel négatif. Dans ce cas, I'inégalité change de sens.

Exercice 2

= L’assertion suivante est-elle vraie ?

Va,b,c,d € R,

[a<b et 0<c<d = ac<bd

Proposition 3.1.3

Soit a,b € R. Alors

O0<a<bd

=

0<

| =

N
Q'I —

Proposition 3.1.4

Ya,b,c,d € R,
Va,b,c € R,
Va,b,c,d € R,

Va,b € R, Vn e N*,

[a<b et c<d]
[a<b et 0<(

7
| \

—
—

0D<a<b et 0<c<d]

at+c<b+d
ac < be
— 0<ac<bd

0<a<bd

— 0<a"<?d™

Définition 3.1.5
Soit a,b € R avec a < b. On définit
[a,b] ={z eR|a<z
la,bl]={zeR|a<z
[a,+0[={r R |a
|—o0,b)={z R |z

7
| \

< b},

b},
},
b},

<
<
<

Ja,b[={z € R| a < z < b},
[a, b ={z €eR | a <z < b},
la,+oo[={z €R | a < z},
|—o0,b[={z e R |z < b}.

3.1.2 Valeur absolue

Définition 3.1.6

Pour tout réel a, on définit sa valeur absolue, notée |a| par

a
la| =
—a

= Si a et b sont deux réels, on définit la distance de a a b, notée d(a,b) par

sia>0

sia < 0.

Remarques

= Pour tout a € R, a® = |a|*.

d(a,b) =]a —1|.

Exercice 3

= Soit a,b € R. Exprimer min(a, b) et max(a,b) a 'aide de a, b et de la valeur absolue.
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Proposition 3.1.7

Va € R, la| >0
Va € R, la|=0<=a=0
Va € R, |—a| = |a]

Va,b € R, |ab|] = |al |b] .

\ J

Remarques
= Soit a € R. Alors, quel que soit n € N, |a™| = |a|". Si de plus a # 0, quel que soit n € Z, |a"| = |a|".
= De cette proposition, on déduit les résultats suivants sur la distance entre deux réels.

Ya,b € R, d(a,b) >

Va,b € R, d(a,b) =0 <= a=b
Va,b € R, d(b,a) = d(a,b).

o

Exercice 4

= Soit @ > 0 et x,y > a. Montrer que

1
|\/E—\/§|<m|$_y|‘

Proposition 3.1.8

Soit @ un réel. Alors
|a| = max {a,—a}.

Remarques

= En particulier, si M est un réel positif, pour montrer que |a| < M il suffit de montrer que
a<M et —a<<M.
= Soit a un réel et M un réel positif. Alors
la] <M <— -M<a<M

la| > M <= J[a<—-M ou a>=M].

Exercice 5
= Soit z,y € R. Montrer que cos(z)sin(y) > —1.

Proposition 3.1.9

Soit a et b deux réels. Alors
la 4+ b < |a| +1b].

De plus, ’égalité a lieu si et seulement si a et b sont de méme signe.

Proposition 3.1.10

Soit a et b deux réels. Alors

lla| =[] < la—b] et |a+b]>|a] - [b].

.

Remarque
= Soit a, b, ¢ € R. Alors
|d(a,b) — d(b,c)| < d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) .

I Exercice 6

= Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies ?
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— Va,beR, |a—0b|<]al — bl — Va,beR, a<b=la| <.
— Va,beR, a®<b? <= la| <|b]. — Va,beR, |a—0b|>|al — b
— Va,beR, |a—0b| <lal+ bl — Va,beR, a| < [b|+|b—al

Proposition 3.1.11

Soit ay,...,a, € R. Alors

k=1 k=1
Exercice 7
= Soit ay,...,a, € Ret 61,...,0, € R. Montrer que
n n
Z ag sin(fy)| < Z lag]| -
k=1 k=1

3.1.3 Racine

Définition 3.1.12

Soit a € R et n € N*,
— Si n est pair et a > 0, il existe un unique réel positif = tel que 2 = a. On le note {/a.
— Si n est impair, il existe un unique réel = tel que ™ = a. On le note Va.

Remarques
= Soit a € R et n € N*.
— Si n est pair et a > 0, alors

VeeR, 2"=a <= z=<a ou z=—-a

— Sin est pair et a < 0, I’équation 2™ = a n’admet aucune solution sur R.
— Si n est impair, alors
VreR, 2"=a <+= z={a

= Soit n € N*.
— Sin est pair
Va € Ry, ({l/a)n:a,
Va € R, Vam =|a.

— Si n est impair

Va € R, (%)n:a,

= Soit n € N*.
— Si n est pair
ve,yeR, 2" <y" <<= |z|<|yl.
— Si n est impair
Ve,y e R, z"<y" << z<y.

Proposition 3.1.13

Soit n € N*.
— Si n est pair

Va,be Ry, Vab= {/aVb

— Si n est impair

Va,be R, Vab= {/aV/b

3.1.4 Partie entiére, approximation
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R posséde la propriété
VreR, Ve>0, dIneN, ne>uzx.

On dit que R est archimédien.

Remarque

= En particulier, si on note x le volume d’eau de l'océan et € le volume que peut contenir une petite cuillére,
Parchimédisme de R nous permet de montrer qu’une personne (patiente) arrivera a vider océan a l'aide de cette
petite cuillére.

Définition 3.1.15
Soit x € R. Il existe un unique n € 7Z tel que

n<r<n+l1.

Cet entier est appelé partie entiére de x et est noté |x|.

Remarques

™ Sia€ZetbeN* |a/b] est le quotient de la division euclidienne de a par b.
= Soit a > 0 et x € R. Alors, il existe un unique n € Z tel que na < z < (n + 1)a.
= On définit de méme la partie entiére supérieure de = € R, notée [x], comme l'unique n € Z tel que n — 1 < z < n.
Si z est entier, alors || = [x] = x. Sinon, [z] = |z] + 1.
Exercices 8
= CQCalculer |z] 4+ |—z] pour tout x € R.
= Montrer que la partie entiére est une fonction croissante.
= Soit « € [0, 1]. Montrer qu’il existe un unique n € N* tel que

n—1
<a< .
n n+1

Définition 3.1.16

Soit a@ € R et ¢ > 0. On appelle valeur approchée de a a la précision e tout réel b tel que |a —b| < e. Sib< a
(respectivement b > a), on dit que b est une valeur approchée de a par défaut (respectivement, par ezces).

Remarques

= On note Q 'ensemble des nombres rationnels et R \ Q I'ensemble des nombres irrationnels. Q est stable par les
opérations usuelles d’addition, de soustraction, de multiplication et de division.

Définition 3.1.17

On dit qu'un réel a est décimal lorsqu’il existe m € Z et n € N tels que

a=m-107".

Remarques

= Un nombre décimal est rationnel. Cependant 1/3 est rationnel, mais n’est pas décimal.

= L’ensemble D des nombres décimaux est stable par les opérations d’addition, de soustraction, de multiplication,
mais pas par division.

Soit a € R et n € N. Alors, d = [10"a] - 107" € D est une approximation par défaut de a a la précision 107".
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3.1.5 Intervalle
Définition 3.1.19

On appelle droite numérique achevée et on note R I'ensemble R auquel on adjoint deux éléments notés —oo et

+00. On munit R d’une relation d’ordre totale en prolongeant la relation d’ordre naturelle sur R et en posant

Ve eR, —o0o<a<4o00.

Remarque

= On prolonge aussi de maniére naturelle I'addition et la multiplication sans toutefois définir (+00) — (400) et
0 x (£00).

Définition 3.1.20

On dit qu'une partie de R est un intervalle lorsqu’elle est de la forme
, R, [a,b], la,b[, [a,b], la,b],
[a, 400, la, +oo[, ]—00, 0], ]—00, b]
ou a,b e R.
Remarques

= En particulier, pour a = b, [a,b] = {a} est un intervalle. On dit qu’un intervalle est non trivial lorsqu’il contient
au moins 2 points.

= Si I est un intervalle non vide, il existe un unique couple (a,b) € R’ tel que I = [a,b], I = ]a,b], I = [a,b[ ou
I = Ja,b[. On dit que a et b sont les extrémités de I. L’intervalle I est dit ouvert lorsqu’il ne contient pas ses
extrémités c’est-a-dire lorsqu’il est vide, ou qu’il est de la forme ]a, b[ ot a,b € R.

= Dans ce cours, une partie de R notée I ou J sera implicitement un intervalle.

3.2 Fonction réelle d’une variable réelle

3.2.1 Définition

Définition 3.2.1

On appelle fonction réelle toute fonction définie sur une partie D de R, & valeurs dans R.

Remarques

= 1l sera essentiel de ne pas confondre une fonction avec son expression. Par exemple parler de la fonction sinx est
une erreur grave. On parlera plutét de la fonction définie sur R qui au réel x associe le réel sinz.

= Par abus de langage, il est courant que les énoncés demandent a 1’éléve de donner le domaine de définition d’une
fonction donnée par une expression (par exemple /7). Dans ce cas, il faut donner ’ensemble D des x pour lesquels
cette expression a un sens (ici, R4 ). La fonction f sera alors la fonction de D dans R, qui & z associe cette expression
en .
Exercice 9

= Déterminer le domaine de définition de la fonction d’expression
f(z) =In (x + Va2 — 1) .
Définition 3.2.2

Soit f et g deux fonctions définies sur D.
— Pour tout A\, € R, on définit la fonction Af + pg par

Ve €D, (Af +ug) () = Af(z)+ pg().

— On définit la fonction fg par
Ve eD, (fg)(z):=f(z)g(x).
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— Si f ne s’annule en aucun point de D, on définit 1/f par

Vz € D, (%) (@) = %

3.2.2 Symétries

Définition 3.2.3

Soit f une fonction définie sur un domaine D symétrique par rapport a 0, c’est-a-dire tel que
VreD, —xe€D.

On dit que
— f est paire lorsque

VeeD, f(—z)=f(x).

— f est impaire lorsque
Ve e D, f(—x)=—f(x).

\ J

Remarques
= Si f est paire, la droite (Oy) est un axe de symétrie du graphe de f.

Y

~— | N—"

= Si f est impaire, O est un centre de symétrie du graphe de f.

Y

x
0]

= Si f est paire ou impaire, pour étudier f, il suffit d’étudier sa restriction a DN R,.
Exercice 10

= Montrer que la fonction d’expression
In (a: + Va2 + 1)

est impaire.

Définition 3.2.4

Soit T' € R et f une fonction dont le domaine de définition vérifie
VeeD, xz+Te€eD et z—-TeD
On dit que f est T-périodique, ou que T est une période de f, lorsque
VeeD, fx+T)=f(z).

Lorsque f admet une période non nulle, on dit que f est périodique.

Remarques

= Si f est T-périodique, alors
VeeD, VkeZ, f(x+kT)=f(z).
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= Si f est T-périodique, la translation de vecteur T'é; laisse stable le graphe de f.
Y

Pour étudier f, il suffit d’étudier sa restriction & D N [a,a + T pour un certain a € R.
= Sl existe T € R tel que f (T — x) = f(z), la droite d’équation x = T'/2 est un axe de symétrie du graphe de f.
Yy | L = T/Q

/NN
_/ N/ N\

Exercices 11
= La fonction .
f(z) == sin(2z) + cos (g)
est-elle périodique ?

= Montrer que le graphe de la fonction
f@)=I(2*+2z+1)

admet un axe de symétrie.

= Tracer le graphe d’une fonction quelconque f, puis celui des fonctions

a.z— f(x)+a, b. 2 — f(z +a), c.z— f(a—1x), d. 2 — f(ax), e. z— af(x).

Soit A et B deux parties de R et f une bijection de A dans B. Alors le graphe de f~! est le symétrique du
graphe de f par rapport a la premiére bissectrice des axes [Ox) et [Oy).

3.2.3 Monotonie

Définition 3.2.6

Soit f une fonction définie sur D. On dit que
— f est croissante lorsque
Vz,y €D, z<y= f(z) < f(y)

— f est décroissante lorsque
Vr,y €D, z<y= f(z) > f(y)

— [ est strictement croissante lorsque
Vo,y €D, z<y= f(z)<f(y)
— f est strictement décroissante lorsque

Ve, y € D, x<y= f(x)> f(y).

\. J

Remarques
= Les fonctions constantes sont les seules fonctions qui sont a la fois croissantes et décroissantes.
= Une fonction peut n’étre ni croissante, ni décroissante. C’est le cas de la fonction x — 22 sur R.

= Si f est strictement monotone, elle est injective.
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= Attention, il est possible que f soit croissante sans que
Ve,yeD, [f(z) <fly) =z <y

C’est notamment le cas des fonctions constantes qui sont croissantes mais pour lesquelles f(z) < f(y) quelle que
soit la position de x par rapport a y. Cependant, si f est strictement croissante, par contraposée, on a bien

Vz,y € D, f(x) < fly) = = <y.

D’aprés la remarque précédente, si f est strictement croissante et o € D est un zéro de f, pour placer x € D par
rapport a xg, il suffit de déterminer le signe de f(x).

= Les effets des opérations usuelles sur les propriétés de monotonie sont résumés dans les tableaux ci-dessous.
— Combinaison linéaire positive
¢ & croissante | décroissante
croissante croissante X
décroissante X décroissante
— Produit de fonctions positives
¢ & croissante | décroissante
croissante croissante X
décroissante X décroissante
— Inverse d’une fonction strictement positive ou strictement négative
f croissante | décroissante
1/f | décroissante | croissante
— Composition
g . ¢ décroi ¢
¢ croissante écroissante
croissante croissante décroissante
décroissante | décroissante | croissante

Lorsque c’est possible, il est souvent bien plus judicieux de déterminer la monotonie d’une fonction a partir de ces
régles plutdt qu’a partir de I’étude du signe de la dérivée. En effet, cette méthode est bien plus rapide et source de
beaucoup moins d’erreurs.

Exercices 12
= Montrer que la fonction
f: R*

—
T —

2 |—=

n’est ni croissante, ni décroissante.

= Déterminer la monotonie des fonctions d’expressions

1

aa—— b. vVz+1—+/x.
et ++1+=x \/_

3.2.4 Fonction majorée, minorée, bornée

Définition 3.2.7

On dit qu’une fonction réelle f est
— majorée lorsque
dMeR, VzeD, f(z)<M.

— minorée lorsque
ImeR, VreD, f(z)=m.

Exercice 13

= Montrer que la fonction d’expression xe™* est majorée sur R.
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Définition 3.2.8

On dit qu'une fonction réelle ou complexe f est bornée lorsque

M eRy, VzeD, |f(zx)<M.

I Exercice 14

= Montrer que la fonction d’expression {77 est bornée par 1 /2 sur R.

Proposition 3.2.9

Une fonction réelle est bornée si et seulement si elle est minorée et majorée.

Définition 3.2.10

Soit f et g deux fonctions de domaine D. On dit que f est inférieure & g et on note f < g lorsque

Ve eD, f(z)<g(x).

Remarques
= La relation < est une relation d’ordre sur F (D,R). Elle n’est pas totale.

= La négation de f < g s’écrit
JxeD, f(zx)>g(x).

3.3 Fonction continue, fonction dérivable

3.3.1 Limite

Dans ce chapitre, on ne définira pas précisément la notion de limite. On se basera sur la définition intuitive suivante.

Définition 3.3.1

Etant donné une fonction f et a,l € R, on dit que f(z) tend vers I lorsque z tend vers a, lorsque, quitte a
rendre x proche de a, on peut rendre f(z) aussi proche que 1’on souhaite de I. Dans ce cas, on note

flz) — L

Proposition 3.3.2

Soit a € R et f, g deux fonctions telles que f(z) et g(x) tendent respectivement vers l; et I, € R lorsque z tend
vers a. Alors
— Si A et pu sont deux réels
Af(@) + ng() —= My + ply.

— On a
f(x)g(x) — lgl,.

r—a
— Sily #0
1 1
fl@) a=a 1y
— Plus généralement, si [ # 0
@)l
g(z) @—a

,
.

Proposition 3.3.3

Soit f et g deux fonctions. On suppose que f (x) tend vers Iy € R lorsque z tend vers a € R et que g(x) tend
vers [, € R lorsque « tend vers l¢. Alors g(f(x)) tend vers [, lorsque x tend vers a.

\.
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Remarque

= De nombreuses autres régles existent mélangeant limites finies et infinies. Elles sont résumées dans les tableaux

ci-dessous ol la présence d’une croix représente une forme indéterminée.

— Somme
Si f et g sont deux fonctions admettant respectivement pour limites I; et [, € R, alors f +g¢
ly
| —00 | lgeR | 400
—00 —00 | —0© X
lf ER | —© lf + lg +o0o
+00 X +00 +00

— Opposé _
Si f est une fonction admettant pour limite [ € R, alors — f

Il | —0 | l€R | 400

400 -1 —00

— Multiplication par un scalaire

Si f est une fonction admettant pour limite [ € R et A € R, alors Af

l

\ —00 | l€R | 400
A<0 | + Al —00
A>0| —0 Al +00

—  Produit

Si f et g sont deux fonctions admettant respectivement pour limites I; et I, € R, alors fg

I ly —00 | lg<0 | 0 |l;>0]| +oc0
—00 —+00 +00 X —00 —00
lf <0 | +0 lflg 0 lflg —00
ly =0 X 0 0 0 X
lf >0 | —o0 lflg 0 lflg +0oo
“+o00 —00 —00 X +oo +o00
— Inverse
Si f est une fonction admettant pour limite [, alors 1/ f
Il| —oo|l<0] 0O O] OF [I>0] 400
0 1/l | —oo | X | 400 | 1/1 0
— FExponentiation
Si f et g sont deux fonctions admettant respectivement pour limites Iy et I,, avec f strictement positive, alors
f9
I Ly —00 | lg<0]| 0 |lg>0] 40
0 400 +00 X 0 0
O<lp<l|+4oc0| Iy |1 17 | 0
1 X 1 1 1 X
1<y 0o | 1y 1] 1 | 4o
+00 0 0 X 400 400

Exercice 15

= Déterminer les limites en 0 de 2% et z%= ; en déduire que « 0° » est une forme indéterminée. De méme, déterminer
la limite en +o0o de (1 + 1/2)%; en déduire que « 17°° » est une forme indéterminée.

3.3.2 Continuité

Définition 3.3.4

On dit qu'une fonction f: D — R est continue en xy € D lorsque

f(@) —— f(z0)-

Tr—x0

On dit que f est continue lorsque, quel que soit g € D, f est continue en xg.
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Soit f,g : D — R deux fonctions continues. Alors
— Quels que soient A\, u € R, la fonction A\f 4+ pg est continue.
— La fonction fg est continue.
— Si g ne s’annule pas, f/g est continue.

La composée de deux fonctions continues est continue.

Théoréme 3.3.7: Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction réelle continue sur [a, b]. Si yo € « [f(a), f(b)] », il existe zg € [a,b] tel que f(xg) = yo.

Théoréme 3.3.8: Théoréme de la bijection

— Soit f: [a,b] = R (o a,b € R et a < b) une fonction continue, strictement croissante. Alors

f(la,0]) = [f(a), £(b)].

De plus f réalise une bijection de [a, b] sur [f(a), f(b)]. Autrement dit, pour tout y € [f(a), f(b)], il existe
un unique z € [a, b] tel que y = f(z).
— Soit f :]a,b[— R (ot a,b € R et a < b) une fonction continue, strictement croissante. On pose

lo = lim f(x) et Ip:= lig}) f(z).

T—a

Alors
f(a, b)) = Jla, [

De plus f réalise une bijection de ]a,b[ sur |l,,{[. Autrement dit, pour tout y € Jl,, 1], il existe un
unique z €la, b tel que y = f(z).

Remarques

= Ce théoréme reste valide dans de nombreuses autres situations, par exemple lorsque f est strictement décroissante
et que son domaine de définition est un intervalle semi-ouvert. Par exemple, si a € R et f : [a, +00[— R est une
fonction continue, strictement décroissante, en posant

L= lim f(2),

alors f([a,+00]) =], f(a)] et f réalise une bijection de [a, +oo] sur ]I, f(a)].

= Ce théoréme permet de calculer f(A) lorsque A est une réunion d’intervalles A = I; U--- U I, sur lesquels f est
continue et strictement monotone. Il suffit pour cela de remarquer que

fA) = () U--- U f(In).

Soit f : I — R une fonction continue et strictement monotone sur U'intervalle I. D’aprés le théoréme de la
bijection, elle réalise une bijection de I sur lintervalle J := f(I). De plus

— f~1 est strictement monotone, de méme sens de variation que f.

— f~! est continue.
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3.3.3 Dérivabilité

Définition 3.3.10

Soit f : D — R et g € D. On dit que f est dérivable en z( lorsque

f@) = f(zo)

Tr — X

admet une limite finie lorsque = tend vers zy. Dans ce cas, on note f’(x¢) cette limite que ’on appelle nombre
dérivé de f en xy. On dit que f est dérivable lorsqu’elle est dérivable en tout point de D.

Remarques

= Si f est dérivable en xg, la droite d’équation y = f(xo) + f'(x0)(z — o) est tangente au graphe de f en xg.

= Lorsque

f(@) = f(o)

xTr — ,’L’O Tr—rxQ

+o00,

le graphe de f admet une tangente verticale en xy. Une telle fonction n’est pas dérivable en zg.

= On dit qu’une fonction f est dérivable & gauche en xg lorsque I'expression

f(@) = f(zo)

r — X

admet une limite finie lorsque = tend vers z( par la gauche. Si tel est le cas, cette limite est notée f; (z0). On définit
de méme la notion de dérivabilité a droite. Une fonction est dérivable en xg si et seulement si elle est dérivable a
gauche et a droite en zq et que fy (w0) = f} (z0).

= Si f et g sont des fonctions telles qu’en g, f(zo) = g(x0), on ne peut rien en conclure sur f'(xg) et ¢’(xg). En
particulier, il est absurde de dire que parce que f(xg) = 0, on peut en déduire que f'(xo) = 0. On dira qu’on peut
dériver des identités, mais pas des égalités.

Soit f: D — R et zg € D. Si f est dérivable en xg, alors elle est continue en x.

Remarque

= La réciproque de cette proposition est fausse comme le montre 'exemple de la fonction = — |x| qui est continue
en 0 mais qui n’est pas dérivable en 0.

Exercice 16

= Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b € R pour que la fonction f définie sur R par

ar+b siz <O

T

e siz>0.

Ve eR, f(z):= {

soit dérivable en 0.

Définition 3.3.12

Soit f : D — R une fonction. On note D’ I'ensemble des zo € D en lesquels f est dérivable. On définit la

fonction dérivée de f, notée f’ par

Remarque

= Les fonctions usuelles sont dérivables en tout point de leur ensemble de définition, excepté la fonction z — |z| qui
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n’est pas dérivable en 0 et les fonctions x — {/x qui ne sont pas dérivables en 0 pour n > 2.

! D \ f(x) | Dy \ f' (@)
R 2" (neN) R {”xn_l sin >l
0 sin=0
R* " (n€eZ) R* nz"1
R% z® (x€eR) R% aze~!
R Yz =axv (neN¥) R Lyn—t
R e’ R e’
R% Inx R% %
R* In |x| R* 1
R coszT R —sinx
R sinx R cosx
R\ (3 + 7Z) tanx R\ (3 + 7Z) 1+tan2x:ﬁ
R\ #nZ cotan x R\ #nZ — (1 + cotan? z) = —

Soit f: D — R et g: D — R deux fonctions dérivables. Alors
— Quels que soient A\, 4 € R, la fonction Af + pg est dérivable et

Vo €D, (Af+ng) (@) =Af'(z) + pg ()
— La fonction fg est dérivable et
Vz €D, (fg)(z)=f(z)g(z)+ f(z)g'(2).

— Si f ne s’annule pas sur D, 1/f est dérivable et

wen, ()4

— Plus généralement, si g ne s’annule pas sur D, f/g est dérivable et

Vz €D, (g) @ =1 (”")9(22@{(%)9 (z)

Soit f: Dy = R et g: Dy — R deux fonctions telles que f(Dy) C Dy. Si f et g sont dérivables, alors go f est
dérivable et

Vz €Dy, (gof) (z)=f(x)d (f(z)).

Remarque
= En particulier, si f : D — R est une fonction dérivable et n € N, la fonction g définie sur D par

Vo eD, g(x) = f()"
est dérivable et
VreD, g'(x)=nf(@)f@)""
= Si f(z) == a(x)/b(x)?, il est bon d’écrire f(x) sous la forme f(x) = a(x)b(x)~* avant de dériver f.

= Attention, ce n’est pas parce que les théorémes usuels ne peuvent pas s’appliquer en un point qu’on peut en conclure
que la fonction n’y est pas dérivable.

Exercices 17
= Montrer que la dérivée d’une fonction paire (resp. impaire, T-périodique) est impaire (resp. paire, T-périodique).

= Etudier la dérivabilité et calculer les dérivées des fonctions d’expression

z+1 3 2 1+
a. —, b. (z°+2x+1)e", c. In .
V211 ( ) Vi-z
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N

= Etudier la dérivablité et calculer la dérivée de la fonction définie sur [0, 7/2] par

Vo € [O, g] . f(z):=+1—cosz.

Proposition 3.3.15

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I, dérivable et strictement monotone. Elle réalise donc une
bijection de I sur Uintervalle J := f(I). On pose

A={xel]| f(z)=0}
Alors f~! est dérivable en tout point de J \ f(A) et

1

YyeJ\ f(A), (fH(y) = W)

.

3.3.4 Dérivées successives

Définition 3.3.16

Si f: D — R est une fonction, on définit par récurrence la dérivée n-iéme de f de la maniére suivante

— On pose f(© = f.

— Sin e N, on définit (") comme étant la dérivée de f(™).
Si zg € D, on dit que f est dérivable n fois en zy lorsque f(™ est définie en xo. On dit que f est dérivable n
fois lorsqu’elle est dérivable n fois en tout point de son domaine de définition.

Proposition 3.3.17

Soit f: D — R et g: D — R deux fonctions dérivables n fois.
— Soit A\, u € R. Alors Af + pg est dérivable n fois et

Ve e D, (Af+ug)™ () = A (2) + pg™ (z).

— fg est dérivable n fois.
— Si g ne s’annule pas, alors f/g est dérivable n fois.

7
| .

Proposition 3.3.18

Soit f: Dy - Ret g: Dy — R deux fonctions telles que f(Dy) C Dy. Si f et g sont dérivables n fois, alors
go f est dérivable n fois.

,
.

Définition 3.3.19

On dit qu'une fonction f: D — R est de classe C' lorsqu’elle est dérivable et que sa dérivée est continue.

Proposition 3.3.20

Soit f: D — Ret g: D — R deux fonctions de classe C!.
— Soit A\, € R. Alors Af + pg est de classe C'.
— fg est de classe C!.
— Si g ne s’annule pas, alors f/g est de classe C'.

Proposition 3.3.21

~
| L

La composée de deux fonctions de classe C* est de classe C!.

.
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3.3.5 Dérivation et monotonie

Soit f une fonction réelle, dérivable sur un intervalle I. Alors
— f est croissante si et seulement si
veel, f'(z)=>0.

— f est décroissante si et seulement si
Vveel, f'(z)<0.

Remarque
= Cette proposition est fausse lorsque le domaine de définition de f n’est pas un intervalle. Par exemple la fonction

fi R* — R
x — 1l/x

n’est pas décroissante sur R* bien qu’elle soit dérivable et que sa dérivée soit négative. Cependant ses restrictions
aux intervalles R* et R% sont toutes les deux décroissantes.

Exercice 18

= Montrer que
Vre0,1], z< <1+ g) In(1+ ).

Soit f une fonction réelle, dérivable sur un intervalle I. Alors f est constante si et seulement si

veel, f'(z)=0.

Remarque

= Cette proposition est fausse lorsque le domaine de f n’est pas un intervalle.

Soit f une fonction réelle, dérivable sur un intervalle I. Si
—Vzel, f'(z)=20
— Le nombre de points de I ou f’ s’annule est fini.
alors f est strictement croissante.

Remarques
™ La fonction 2 — 23 est strictement croissante sur R bien qu’elle soit dérivable et que sa dérivée s’annule en 0.

= Une fonction croissante qui n’est pas strictement croissante est constante sur un intervalle non trivial. Ces fonctions
sont donc rares. Cependant, il est toujours plus délicat de montrer qu’une fonction est strictement croissante que
croissante. Lorsqu’on a besoin de la stricte monotonie, il convient donc d’étre particuliérement attentif. Inversement,
il est inutile de prouver la stricte monotonie si seule la monotonie nous est utile.

I Exercice 19

= Combien de racines réelles posséde le polynome P(x) := 2% — 3z — 17

3.3.6 Dérivation des fonctions a valeurs dans C

Définition 3.3.25

Soit f: D — C et o € D. On dit que f est dérivable en xg lorsque Re(f) et Im(f) le sont. Si c’est le cas, on
définit le nombre dérivé de f en x( par

(o) = Re(f)' (w0) +1Im(f)’ (wo).

On dit que f est dérivable lorsque f est dérivable en tout point de D.
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3

Proposition 3.3.26: Théorémes usuels

Soit f: D — Cet g: D — C deux fonctions dérivables. Alors
— Quels que soient A\, u € C, la fonction A\f + pg est dérivable et

Ve €D, (Af+pg)(z)=Af'(x)+ pg'(z).
— La fonction fg est dérivable et
Ve eD, (fg9)(z)=f(x)9(z)+ f()g ().

— Si f ne s’annule pas sur D, 1/f est dérivable et

wen, (3 --F

— Plus généralement, si g ne s’annule pas sur D, f/g est dérivable et

N f@)g() — f@)d' (@)
Vo € D, ( ) (x) @) .

Proposition 3.3.27

| QI
|

Soit f : D — C une fonction dérivable. Alors la fonction g définie par
Ve e D, g(z):=el@®

est dérivable et
VeeD, g'(z)=f(z)e@.

,
.

Proposition 3.3.28
Soit f une fonction complexe, dérivable sur un intervalle /. Alors f est constante si et seulement si

Veel, f(z)=0.

.

Remarque

= On dit qu’une fonction f : D — C est de classe C' lorsque ses parties réelles et imaginaires le sont. Comme pour les
fonctions a valeurs réelles, on montre qu'une combinaison linéaire, un produit, un quotient ainsi que ’exponentielle
de fonctions de classe C* sont de classe C*.

3.4 Intégration, primitive

Dans la suite de ce chapitre, K désignera 1'un des corps R ou C.

3.4.1 Primitive

Définition 3.4.1

Soit f : D — K. On appelle primitive de f toute fonction dérivable F': D — K telle que

Ve €D, F'(z)= f(z).

Proposition 3.4.2

Soit f : I — K une fonction admettant une primitive F' sur un intervalle /. Alors les primitives de f sont les
fonctions Fg : I — K définies sur [ par

Veel, Fe(x):=F(x)+C

ou C € K.

.
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Remarque

= Si la fonction d’expression F'(x) est une primitive de la fonction d’expression f(x), on écrira

/f(x) dz = F(x).

Il faudra rester vigilant avec cette notation. Par exemple

/1dx=x et /1dm:a¢—|—1

mais x # = + 1. On ne 'utilisera donc que pour calculer des primitives et on s’abstiendra de toute lecture autre
que de la gauche vers la droite. On s’abstiendra aussi de 1'utiliser avec des inégalités.

3.4.2 Intégration et régularité

Soit f : I — K une fonction continue sur un intervalle I et zy € I. On définit sur I la fonction F' par
Ve el, F(x) ::/ f)de.
zo

Alors F est de classe C! et
Ve el, F'(z)=f(x).

En particulier, F' est une primitive de f.

Soit f : I — K une fonction continue sur un intervalle I. Alors f admet une primitive. Plus précisément, pour
tout ¢ € I, il existe une unique primitive F' de f s’annulant en z(y. De plus

Veel, F(z)= / " f)ar.

Théoréme 3.4.5: Théoréme fondamental de 1’analyse

Soit f : I — K une fonction continue sur un intervalle I et a,b € I. Alors, si F' est une primitive de f

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a).

3.4.3 Intégration et inégalité

Soit f: I — Ret g: I — R deux fonctions réelles continues et a,b € I. On suppose que

a<b et [Vxelabd], f(z)<g(x)].

/a ’ fle)dz < / )

Alors
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3.4.4 Intégration par parties, changement de variable

Soit f : I — K une fonction de classe C' et g : I — K une fonction continue sur un intervalle I. Soit G une
primitive de g. Alors, si a,b € I

[

dérive

integre
~ =
g(x)

b
do = [fR)GI. - [ 1(2)G@)

Exercice 20

= Pour tout n € N, on définit I,, par
1
I, ::/ "1 —tdt
0

Calculer Ij et trouver une relation de récurrence entre I,, et I, 1.
Remarque

= Si f est dérivable et que G est une primitive de g, alors

intégre

—~~
/ f(z) g(z) do = f(x)G(x) — / ' (x)G(x) dz.

Soit f : I — K une fonction continue sur un intervalle I. Soit J un intervalle, T : J — I une fonction de classe
Cl et ag,by € I et ag, b, € J tels que

a; =T (a;) et by =T (by).

Alors

Exercice 21
= Calculer i
/ In (1 + cos® z) sin (2z) da
0

3.4.5 Calcul de primitive

Etant donnée une fonction f définie sur un intervalle & partir d’une expression en les fonctions usuelles, on cherche
une primitive F' de f. Puisque f est une expression en les fonctions usuelles, elle est en particulier continue, donc
admet une primitive. Le probléme du calcul de primitive est d’expliciter une telle fonction.

Il est d’abord essentiel de connaitre par coeur les primitives des fonctions usuelles.

D @) F(z)
R 2" (neN) iz—!-l

* n 2" T
R " (neZ\{-1}) )
R* % In |z|
R e® e”
R cosx sin x
R sin x —CoS X

Ensuite, il existe de nombreuses techniques & connaitre pour calculer certaines primitives.
— Polynémes
Le calcul d’une primitive d’une fonction polynéme se fait de maniére immédiate

2 n ai o a2 3 an n+1
" dz = - el .
/(ao—f—alx—i—agx + + a x) T = apx + 2:10 + Sx + +n 1x
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— Polynémes-exponentielle
Le calcul d’une primitive d’une fonction polynéme-exponentielle, c’est-a-dire de

/ (a0 + a1z + asz® + -+ + apa™) e da

se fait facilement par récurrence en effectuant une intégration par parties
integre
2 n cx
(ao—l—alx—i—agac +~-~+ana:) e dx.

dérive

De cette maniére, on abaisse le degré du polynéme. Il suffit de réitérer le procédé jusqu’a faire disparaitre le
terme polynomial.

Exercice 22
= Calculer

/(237 + 3)e” du.

— Polyndémes-sinus/cosinus
On calcule de méme toute primitive du produit d’une fonction polynéme et d’une fonction sinus ou cosinus.

/xcosxdx.

— Exponentielle-sinus/cosinus Pour calculer des primitives de la forme

/e’” cos(bx)dx ou /e‘”‘/’ sin(bx) dz,

on passe par I’exponentielle complexe. On fait de méme si un polyndéme est en facteur d’une telle expression.

Exercice 23

= Calculer

Exercice 24
= Calculer

/e2”” sin(3x) dz.

— Polynéme-logarithme
Le calcul d’une primitive d’une fonction polynéme-logarithme, c’est-a-dire de

/ (ao + a1z + asa? +~-~+ana:") Inzdz

se fait facilement par intégration par parties

intégre

/(a0+a1x+a212+~~+anx") Inz dz.

dérive

Exercice 25

= Calculer

/ Inxdx
— Polynémes en sin et cos
Pour le calcul de primitives de polynémes en sin et cos, c’est-a-dire de :

/sin”xcosmxdx oun,méeN
on peut, lorsque n ou m est impair effectuer un changement de variable pour se ramener & un calcul de primitive
de polynome.

— Si m est impair, soit m’ € N tel que m = 2m’ + 1. On effectue alors le changement de variable ¢ = sin z.

!
/ sin” z cos™ xdx = / sin” x cos®™ Tz dx

’

. . m
= /Slnn.’b (]. — SlIl2 l’) cosz dx

- /t” (1—#)™ dt.
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— Si n est impair, on effectue le changement de variable ¢ = cos x.
— Si n et m sont pairs, on effectue une linéarisation de ’expression.

Exercice 26
= Calculer
a. / sin? z cos® z dz, b. / cos? x sin® z dz, c. / cos? z sin’ z dz.
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3.5 Qcm

3.5.1 Le corps ordonné R
La relation d’ordre sur R

1. Si x est un nombre réel, 'inégalité 22 < 1 est équivalente &
Da.z<1 Ob.ze]-1,1] Oc.z€]0,1] Od.zel0,1]

2. Soit a, b, ¢, d des réels strictement positifs avec a < b et ¢ < d. Alors

Oa 3 <2 Db%<g Da%<g D¢g<%
3. Soit x un nombre réel tel que x < a pour tout réel a > 0. Alors
Oa.z<0 Ob.xz=0 Oc.z>0 Od.z<0
Valeur absolue
1. Si z est un réel tel que |2 — | < 1, alors
Oa. |2/ <1 Ob. |z| <3 Oc. |z| > -1 Od. |z| >3
2. Si z,y sont deux réels tels que |z — 5| < let|y—1] <1, ona
Oa.2<|z—y| <6 Ob.0< |z —y[ <2 Oc.4<|z—y| <6 Od.4<|z—y| <8
Racine
Partie entiére, approximation
1. La partie entiére de —7 vaut
Oa. —0,1415... O b. 0,8584... Oc. —3 Od. —4
2. Si z est un réel de partie entiére n, on a
Oa.z—1<n<z Ob.z—1<n<z Oc.z—1<n<zx Od.z—1<n<z
3. Pour x réel, ||| + z] est toujours égal a
O a. [2z] O b. 2|z] Oec. |27] Od. z+ |z
4. Soit n un entier positif. Combien y a-t-il d’entiers k positifs ou nuls tels que vk < n?
Oa. vn Ob.2n”+1 Oec. [Vn]+1 Od.n”+1

Intervalle
3.5.2 Fonction réelle d’une variable réelle
Définition
1. Si f et g sont définies sur R par f(x) ==z et g(z) = —x, la fonction max(f, g)

O a. est égale a f O b. est égale a g

O c. est la fonction = — |z| O d. n’est pas définie sur R
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Symétries
1. La fonction f : x + sin (ch) est

(] a. paire
0 b. impaire
[J c. paire et impaire

[J d. ni paire, ni impaire

2. f:R — R étant une fonction quelconque, laquelle des fonctions suivantes n’est pas nécessairement paire ?
Oa. z+— f(z?) Ob. z— f(z)? Oc.az— f(z)f(—x) Od. z— f(cosx)

3. La plus petite période positive de la fonction f : x — cos(sinz) est
Oa. 27 Ob.w O c. cos(2m) O d. f n’est pas périodique

4. Soit f : R — R une fonction périodique de plus petite période T > 0. Alors T2 est une période de f

O a. si et seulement si T =1 O b. si et seulement si T est entier
O c. pour tout T’ [ d. pour aucune valeur de T'
Monotonie

1. Au sujet des fonctions de R dans R, laquelle des propositions suivantes est fausse 7

O a. la somme de deux fonctions bornées est bornée
O b. la somme de deux fonctions continues est continue
O c. la somme de deux fonctions monotones est monotone

[ d. la somme de deux fonctions paires est paire

2. Soit f une fonction décroissante de R dans R. Quelle fonction n’est pas forcément croissante ?

Oa. z— f(f(z)) Ob. z— —f(z) Oc.z— f(—2) Od. z— f(z?)

Fonction majorée, minorée, bornée
3.5.3 Fonction continue, fonction dérivable
Limite

1. Quelles sont les limites respectives en —oo et +00 de f : x> e € ?

Oa.letO Ob.0et 1 Oc. o0 et 0 Od.0et +o00
2. Lorsque z tend vers 400, la fonction z — z*/* tend vers
Oa.0 Ob. 1 Oc.e Od. +o
Continuité
1. Une fonction croissante de Ry dans R
[J a. est toujours majorée O b. est toujours minorée
O c. tend vers +o0o0 en +00 01 d. est continue sur R

Dérivabilité
1. Si f et g sont deux fonctions réelles dérivables de R dans R avec f(1) = g(1), alors
Oa. f'(1)=4'(1) Ob. f/(1) #4'(1) Oec. f(1) <g'(1) O d. on ne peut rien dire
2. Si f: R — R est une fonction dérivable paire, alors f est

(] a. paire 0 b. impaire

[J c. ni paire, ni impaire (] d. nulle
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10.

11.

12.

Si f: R~ R est dérivable, la dérivée de z +— f(x?) est

O a. z+ 32°f (327) Ob. x> 3f (1‘3)2 Oc. x> 327 f (2%) Od.z— f'(2%)
Si f, g, h sont trois fonctions dérivables de R dans R, la dérivée du produit fgh vaut

Oa. f'¢'H Ob. f'gh+ fgh' Oec. f'gh+ fg'h+ fgh' Od. f'g'h+ fgh'

La dérivée en x de la fonction sinus est

3
O a. sin (33 + g) O b. sin (x + ) O c. sin (:r + ;) O d. sin(z + 2m)
La dérivée de la fonction x +— x* sur R est
Oa.z+— 2" * Ob.z—azr" =z Oc.z— (1+Inz)a” Od.z— (1+Inz)z™?

L’équation de la tangente en 7 au graphe de la fonction z +— tanx est

Ob.y=1+2z Oc.y=2z-1 Dd.y_1:2(x_ﬁ)

D . _ = = -
a.y T

T
4 4
La fonction f : x — Vsin? z est dérivable sur

Oa. R Ob. R* Oc. R\ {2kn:keZ} Od. R\ {kn:keZ}

La dérivée de f : & — In |z| sur R* est

1 1 1 1
Oa.z— — Ob.z— |— Oc.oz— —— Od.z— —
|| x In |z| x

Quelle est la dérivée en 0 de la fonction f: x — tan (1 + sin (tan (x2))) ?

Oa.0 Ob. tanl O c. Od.1+tan%1

T
4
La fonction f : x — 2 + z° est une bijection strictement croissante de R sur R. Sa bijection réciproque

[J a. n’est pas dérivable en 0 [0 b. n’est pas dérivable en 2

O c. n’est pas dérivable en v/—2 [J d. est dérivable en tout point

La fonction f : z +— x + sinx est une bijection strictement croissante de R sur R. Sa bijection réciproque est
dérivable sur

Oa. R Ob. R\ {kr: ke Z} Oc. R\ {(2k — 1)7: k€ Z} Od. R\ {2kr: k € Z}

Dérivées successives

1.

Soit f, g deux fonctions dérivables de R dans R. Quelle est la dérivée seconde de fog?

Oa. g” x(fog)+(g)° x (f"og) Ob.g" xg x(fog)+g x(f og)
DC-g/of/ogog//Ong Dd-f”og//

Pour k < n, la dérivée k-iéme de x — x" est

!
Oa zr —— gnk Ob.aw ()2 * Oc. x> kla"* Od.zw (n—k)la""
(n—k)! k

La fonction f : z + x + Inx est une bijection strictement croissante de R* sur R. On note g sa bijection
réciproque qui est dérivable sur R. Alors on a pour tout x € R

g(x)+1
g9(z)

Oa. g'(z) = 9l Ob. ¢(x) =

g(x) +1 Oec. g'(x) =Ing(z) Od. ¢'(z) =1 +e
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Dérivation et monotonie

1. Si f:R—=Ret g:R — R sont deux fonctions dérivables sur R et vérifiant f'(z) = ¢’(2z) pour tout x, quelle
fonction est constante ?

Oa.z— f(z)—g2z) Ob.axw—2f(z)—g(2z) Oc.axzr f(z)—29(22) Od.zw— f(z)-—2g(x)

2. Quel est le plus grand intervalle sur lequel la fonction f : x — x + sinz est croissante 7

Oa R Ob. [—m,7] Oec. |- ] 0 d. [fg g}

3. Quel est le plus grand intervalle sur lequel la fonction f(x) := x + sinx est strictement croissante ?

Oa.R Ob. [-7,7] Oc. |—m, 7 0 d. [—g, g}

Dérivation des fonctions a valeurs dans C

3.5.4 Intégration, primitive
Primitive
Intégration et régularitée

1. Soit f une fonction continue de [0, 2] dans R. Que vaut
1 2
| f@ae- [ p@)da
0 0

Oa. —/12f(x)dx O b. —/;f(a:)dx Oec. —/Olf(x)da; 0d. /12f(x)dx

2. En supposant les intégrales bien définies, que vaut

n okl
3 / f(ydt

k=0

0 a. /Okf(t)dt Ob. /On F(8)dt Oe. /Oan(t)dt 0d. /_i £(t) dt

3. Soit

ou f est une fonction continue. Alors F’(z) est égal a
O a. f(sin?2) O b. 2cos(x)sin(z) f(sin” z)

O c. 2cos(x) sin(z) f(sin? ) Od. /x 2cos(t)sin(t) f/ (sin®¢) dt
0

Intégration et inégalite
Intégration par parties, changement de variable

1. Si on fait le changement de variable u := at (a > 0) dans U'intégrale

1
| s
0
on obtient

Da./olf(Z)du Db./oaf(Z)du Dc.a/olf(Z)du Dd.i/oaf(Z)du
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2. Si dans l'intégrale

x
/ sin™ tdt
0

on effectue le changement de variable t = 7/2 — u, on obtient

s

0 a. /2 cos"udu O b. —/2 cos"udu  Oec. (—1)”“/2 cos"udu O d. (—1)”/ cos” udu
0 0 0 0

NE

3. Le changement de variable u := sint dans l'intégrale

1= /Og f(sint) dt

donne

bof(a) 5 7 & f(u)
Da./0 ﬁdu Db./0 f(u)du Dc./o f(u)du Dd./o ﬁdu

Calcul de primitive

1. En intégrant

1
/ ze® dx
0

Ha.0 Ob. 1 c.e Od.2e—1

par parties, on obtient

2. Une primitive sur R de la fonction z — cos(2x) est

in(2 in(2
O a. x +— sin(2x) O b. z — —2sin(2x) Dc.xHM Dd.x»—)—M
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3.6 Exercices

3.6.1 Le corps ordonné R
La relation d’ordre sur R
Exercice 1 : Inégalités

1. Montrer que pour a,b,c € R
(a2 + 1) (b2 + 1) (02 + 1) > 8abc.

2. Montrer que pour a,b € R tels que 0 < a < b, on a

1 (b—a)® _a+b 1 (b—a)’

S S A ~Vabg = —

8 b 2 WS T
3. Montrer que si a,b,z,y € R’} sont tels que a + b = 1, alors

b 1

a
—+-= .
r y ax+by

Exercice 2 : Puissances

1. Soit n € N* et (z,y) € RZ. Montrer que
(z+y)" <an +yr.

2. Soit a € Ry et n € N. Montrer que (1 +a)™ > 1 + na.

3. Soit a et b deux nombres réels tels que 0 < a < b et n € N*. Montrer que
n(b—a)a"t <" —a" < n(b—a)b" .
4. Soit a,b,c € [0,1]. Montrer qu’au moins un des trois nombres réels

a(l—=">), b(l—-c), c(1-—a)

1

est inférieur a I

Exercice 3 : Systéme non linéaire

Soit x1,...,x, des nombres réels tels que

n n
g T, =n et E xf =n.
i=1 i=1

Montrer que z; = 1 pour tout i € [1,n].

Exercice 4 : Systéme non linéaire
On suppose que (,y, z,t) € R** vérifie le systeme

T +y+
1,1,

z oy

ISEERN
Il
B ey

Etablir que (x +y) (y + z) (z + x) = 0, et en déduire la forme générale des solutions du systéme ci-dessus.

Valeur absolue

Racine

Partie entiére, approximation
Exercice 5 : Rationnels et irrationnels

1. Soit a et b deux éléments de R\ Q. Peut-on affirmer que a + b (respectivement a x b) appartient &8 R\ Q7 Et
siaeQetbeR\Q?

2. Montrer, en raisonnant par I’absurde, que V6 — V2 — V3 et V2 + /3 + /5 sont irrationnels.
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Exercice 6 : Intersection d’une famille infinie

11 11
mneN* _E’ﬁ et mneN* _E,ﬁ .

Déterminer

Exercice 7 : Autour de la partie entiére

Soit x et y deux nombres réels et n € N*.
1. Montrer que
lz+y] > [z] + y].
Y a-t-il des cas d’égalité ? D’inégalité stricte ?

2. Montrer que L%J = |z].

Exercice 8 : Calcul de somme

1. Montrer que
0 sizx e’

Ve eR, |z|+ |-z = {_1 sinon.

2. En déduire que si p, ¢ € N* sont premiers entre eux

—1

ZV?J _ (p*1)2(qfl)

q
k=1

Intervalle

3.6.2 Fonction réelle d’une variable réelle
Définition
Exercice 9 : Bijection

Soit f la fonction définie sur R par
x

NI

1. Montrer que f est impaire puis qu’elle réalise une bijection de R sur un intervalle J & préciser.

Ve e R, f(z):=

2. Déterminer f~!, puis tracer les graphes de f et f~1.

Symeétries
Exercice 10 : Symétries de la bijection réciproque

Soit f: R — R impaire et bijective. Montrer que f~! est impaire.

Exercice 11 : Une fonction périodique étrange
Soit f la fonction définie sur R par

1 sizeQ

Ve eR, f(z):= {0 siz e R\ Q.

Montrer que I’ensemble des périodes de f est Q. On a donc trouvé une fonction périodique qui n’admet pas de plus
petite période strictement positive.

Monotonie
Exercice 12 : Monotonie

Soit f : R — R une fonction telle que f o f est croissante et f o f o f est strictement décroissante. Montrer que f
est strictement décroissante.
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Exercice 13 : Monotonie et théorémes usuels

Donner la monotonie (si possible sans dériver) des fonctions d’expressions

a efl/ﬁ’ b. el/xﬁ‘, c. zln (cosa:) sur [0, g [7

1 .
d. zln <1—> sur |1, o0, e. Vo +1— zsur R,
x
f. sin((e7® —1)7/2) sur Ry.

Fonction majorée, minorée, bornée

3.6.3 Fonction continue, fonction dérivable
Continuité

Exercice 14 : Domaine de continuité

On définit f: R — R par
Ve eR, f(z)=|z]+Vz—|z]

Déterminer les € R en lesquels f est continue.
Dérivabilité
Exercice 15 : Fonction définie par morceaux
Soit f :[0,1] — R une fonction dérivable. On définit g : [0,1] — R par

. 1
f(2z) si0<z< 3

. 1
f2x —1) siz> 3.

Ve e [0,1], g(x) = {

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que g soit continue sur [0, 1].

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que g soit dérivable sur [0, 1].

Exercice 16 : Bijection

Soit f la fonction définie sur RY par

Ve eRY, f(x):=

1. Montrer que f réalise une bijection de R’ sur un intervalle J & préciser.
Dans la suite, on note g : J — R la bijection réciproque de la corestriction de f a J.
2. Discuter de la monotonie de g, de sa continuité et sa dérivabilité.

3. Expliciter g(y) en résolvant directement I’équation f(z) = y et retrouver les propriétés établies a la question
précédente.

Exercice 17 : Bijection

Soit f : R — R définie par
VzeR, f(z)=—u—

1. Montrer que f est impaire.

1

2. Montrer que f réalise une bijection de R sur R. Etudier la parité/imparité de g := f~' ainsi que sa monotonie.

3. Montrer que
Ve e R, f'(z)?— f(z)*=1.

Montrer que g est dérivable sur R et que

1
V1422

4. Expliciter f~! en résolvant directement 1’équation f(z) = y.

Vz eR, ¢(z)=
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Dérivation et monotonie
Exercice 18 : Etudes de variations
Etudier les variations des fonctions suivantes

Inz . x3
r— — et x»—>smzfas+g.
x

Dérivation des fonctions a valeurs dans C

3.6.4 Intégration, primitive
Primitive
Exercice 19 : Bijection

Soit f la fonction définie sur |—1,1[ par

1

Ve e |-1,1[, f(x):= Ninr

Dans cet exercice, il est interdit d’utiliser la fonction Arcsin.
1. Montrer que f admet une unique primitive F' s’annulant en 0.
2. Montrer que F(z) admet une limite [ € R lorsque z tend vers 1.
3. Montrer que F' est impaire.

On définit la fonction ¢ sur |—m/2, 7/2[ par
Ve €l-m/2,7/2[, ¢(z):= F(sinx).

4. En dérivant ¢, montrer que
Vo € |—n/2,7/2[, F(sinx)=x.

5. En déduire la valeur de (.

Intégration et régularité
Intégration et inégalité
Exercice 20 : Etude d’une fonction définie par une intégrale

Soit g la fonction d’expression

= —dt
9(=) /0 1+ zsint

1. Montrer que g est définie sur |—1, +oo].

2. Montrer que g est décroissante.

Exercice 21 : Sommes de Riemann de fonctions monotones

Soit f une fonction continue et croissante sur [0, 1]. On définit la suite (u,) par
I, (k
Vn e N*, wu,:=— — .
a2 ()

1. Montrer que pour tout n > 1, et pour tout k € [0,n — 1], on a

g (i) <[ 7 rwar< s (’“:1)

2. En déduire que pour tout entier n > 1

w5 (F0) = fO) < [ SOt <,

n

3. En déduire que la suite (u,) converge vers fol f(t)dt. En donner une interprétation géométrique.

89
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4. Soit a € R7.. On considére la suite (v,) définie par
VneN, v, = Zk;o‘.

Montrer que

() ~
nn—>+oo a+1

c’est-a-dire que la suite de terme général
a+1
Un nat+l

converge vers 1.

Intégration par parties, changement de variable
Exercice 22 : Intégrales de Wallis

Pour tout entier n € N, on définit I,, et J, par

™

z z
1, = / sin™ tdt Jp = / cos™ tdt
0 0

1. Montrer que pour tout entier n € N, I,, = J,,.
2. Montrer que les suites (I,,) et (J,) sont positives et décroissantes. Calculer Ij et I.

3. Montrer que pour tout entier n € N

Iyyo = %In.
4. En déduire que pour tout entier n € N -
Il = m
5. En déduire que
Lo~ ]

n—+oo \ 2n

2n converge vers 1.
™

c’est-a-dire que la suite de terme général I,
Exercice 23 : Intégrales
Pour tout n € N, on pose
1
I, = / (1—2%)"dz.
0

1. Etablir une relation de récurrence entre I,, et Inyq.
2. Calculer I,,.
3. En déduire

Calcul de primitive
Exercice 24 : Calcul de primitives

Donner le domaine de définition et calculer les primitives suivantes
a. / (x2+x+1) e’ du, b. / (mQ —1) cosx dzx, C. /m3lnxdx,
d. / sin? z cos® z dz, e. / sin z cos® z dz, f. / sin? z cos? z dz,

1
g. /%ﬁ-ldz, h. /mlnde i. /lnnazdx (pour n € N).
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4.1 Somme et produit, fonction polynéme

4.1.1 Somme
Définition 4.1.1

Soit m,n € Z tels que m < n et Upy, U1y - - -5 Un—1, Uy € C. On définit

n
Zuk = Uy + U1 + 0+ Up—1 + Up.

k=m

91
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Remarque
= Lorsque n = m — 1, la convention est de poser Zk m Uk = 0. Cette convention permet d’écrire
vn =z m, ch—un+ Zuk
k=m

= Sim,n € Z sont tels que n > m — 1, alors Card([m,n]) = n — m + 1. En particulier, quel que soit a € C

Za:(n—m—l—l)a

k=m

Exercice 1

= Ecrire avec le symbole > les sommes suivantes, sachant que chacune d’elles est composée de n + 1 termes.
—ap+ay —az+az+---, ap+agt+ay+---

ag + 2a1 + 3as +4az + - - -, ap — 2a1 + 4as — 8az + - - -

Soit m,n € Z, A\, u € C et (uk)rez, (Vi) rez deux suites d’éléments de C. Alors

> O+ por) =X up+p Y v
k=m

k=m k=m

— Soit m,n € Z et p € Z. Alors

PITE D

k=m—p

n n
E U = E Up—k-
k=0 k=0

— Soit n € N. Alors

Remarques

= En pratique, lorsque l'on souhaite faire la premiére transformation, on dit qu’on effectue le changement de variable
k—k+p.

k+p=n k=n—p
E U = E Up = E Uk+p = E Uk4p » = E Uk +p-
k=m k+p=m k=m—p k=m—p

La seconde transformation se fait de maniére similaire, en utilisant cette fois la convention que si les bornes ne sont
pas « dans le bon sens », on les échange; on dit dans ce cas qu’on fait le changement de variable k — n — k.

n—k=n
g U = « g Up = g Un— k—g Unk—g Unk»—g Un—Ff-
k=0 k=0 n—k=0 k=0 k=0
= Soit (ug)gez une suite. Si m,n € Z sont tels que n > m — 1

n
Z (Ukg1 — UR) = Ung1 — U
k=m

On dit qu’une telle somme est télescopique.
Exercices 2

= 1. Montrer qu’il existe a,b € R tels que

Vk € N*,



4.1. SOMME ET PRODUIT, FONCTION POLYNOME 93
2. Pour tout n € N, en déduire une expression simple de

- 1
Zz:k(k—i-l)'

k=1

= Pour tout n € N, en effectuant le changement de variable k — k + 1, calculer

Définition 4.1.4

Soit 7 € C. Une suite (u,) est dite en progression arithmétique de raison r lorsque
YneN, Upp1 =uy+r.

On a alors, pour tout n € N, u,, = ug + nr.

Proposition 4.1.5

Soit (u,) une suite en progression arithmeétique et m,n € Z tels que n > m — 1. Alors

n

S = M)

k=m
premier terme + dernier terme

= 9 - (nombre de termes) .

Proposition 4.1.6

Soit n € N. Alors

Définition 4.1.7

Soit ¢ € C. Une suite (u,) est dite en progression géométrique de raison q lorsque
VneN, Upi1 = quy.

On a alors, pour tout n € N, u,, = q"uyp.

Proposition 4.1.8

Soit (uy) une suite en progression géométrique dont la raison q € C est différente de 1 et m,n € Z tels que
m < n. Alors

n
Z = Um — Un+1
k=m L= q
premier terme — terme suivant
1—g¢q ’
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Exercices 3

= Montrer que la suite de terme général

est convergente.
= Calculer, pour tout z € R\ {1}

Proposition 4.1.9

Soit n € N. Alors

U2k+1

|2z

Z ug = Z Uk + Z
k=0 k=0 k=

Exercice 4

= Calculer la somme

4.1.2 Produit

Définition 4.1.10

Soit m,n € Z tels que m < n et Uy, U1y - - -5 Un—1, Uy € C. On définit

n

H Uk = U * Um+1 """ Up—1 * Up.
k=m

Remarques

= Lorsque n = m — 1, la convention est de poser [[_, uy = 1. Cette convention permet d’écrire

n n—1
Yn = m, Huk:un Huk.
k=m k=m

= Sim,n € Z sont tels que n > m — 1. Alors, quel que soit a € C

n

H a=qa" "L,

=m

=

= Pour tout n € N

Exercice 5

= Exprimer, a l'aide de factorielles, les produits

ﬁ(zk) et J[(2k+1).

k=1 k=0

Proposition 4.1.11

Soit m,n € Z et (ug)rez, (Vi )rez deux suites d’éléments de C. Alors

[ (ML) (1)

k=m k=m
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4.1.3 Somme et produit doubles

On parle de somme double lorsqu’il y a deux indices. Pour sommer les éléments u; ; d’'un tableau a n lignes et
m colonnes, on peut procéder d’au moins deux maniéres : une sommation en lignes ou en colonnes. Evidemment, le
résultat est le méme.

Proposition 4.1.12

Soit m1,n1,ma,n2 € Z et (u; ;) une famille d’éléments de C. Alors

ni na n2 ni
DD wa= Y D v
i=my j=ma2 j=ma i=my

Remarque

= Cette somme est parfois notée

E Uq,5 Ou E Ui, j-
m1<ig<ny (3,5)€[m1,n1] x[m2,n2]

maLj<ne

Exercices 6

= Calculer
S djoet Y (i+4).
o<isn o<ign
0<j<n 0<j<n
= Calculer )
0<i<n J
0<j<n
= Calculer

n
>t
k=1

en remarquant astucieusement que k = Zle 1.

Proposition 4.1.13

Soit mqy,n1, M2, ne € Z et (ur)kez, (Vk)kez deux suites d’éléments de C. Alors

i=mq j=ma i=my j=ma

Exercices 7

= Calculer
> il
1<ig<n
1<j<n
= Calculer .
k=1 s=0 s+ k

4.1.4 Fonction polynéme

Dans la suite de ce chapitre, K désigne Q, R ou C.

Définition 4.1.14

On appelle fonction polynéme a coeflicients dans K toute fonction P : K — K telle qu’il existe ag,...,a, € K
tels que
VzeK, P(z)=ap+az+---+ an_12" "1+ an2™.
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l L’ensemble des fonctions polynome a coefficients dans K est noté P (K, K). J

Remarque

= On dit qu'une fonction polynome P € P(K,K) est de degré n € N lorsqu’il existe ag, . .., a, € K tels que a,, # 0 et
VzeK, P(z)=ap+arz+-+a, 12" +a,2".

Exercice 8

= 1. Montrer que pour tout n € [0, 3], il existe une fonction polynéme P, de degré n telle que
Vz € R, cos(nz) = P,(cosz).

2. Généraliser ce résultat pour n € N.

Définition 4.1.15

Si P € P(K,K), on appelle racine de P tout élément o € K tel que P(a)) = 0.

Remarques
= Le calcul des racines des fonctions polynéme de degré 2 se fait en utilisant le discriminant.

= Il n’y a pas de méthode systématique pour trouver les racines des fonctions polynéme de degré supérieur. En effet,
on peut montrer qu’il n’existe pas de formule générale permettant de calculer les racines des fonctions polynome
de degré 3 ou plus avec des radicaux réels. Et méme si on s’autorise les racines n-iémes de nombres complexes, il
n’existe pas de formule générale permettant de déterminer les racines de fonctions polynéme de degré 5 ou plus.
Cependant, il existe différentes techniques qui sont efficaces pour certaines fonctions polyndme.

Soit P € P(K,K) et o € K. Alors « est une racine de P si et seulement si il existe @ € P(K,K) tel que

VzeK, P(z)=(z—a)Q(2).

Remarques

= La factorisation effective se fait par division euclidienne. Par exemple, si P(z) := 23 + 322 + 32 + 2, on remarque
que P(—2) = 0 donc P(z) se factorise par z + 2 et la division euclidienne s’effectue de la maniére suivante.

23 4322 +32 +2(2+2
23 4222 224241
22 432 +2
2% 422
z+2‘
z+2
—|

donc 2% +322 + 3242 = (2 + 2)(2%2 + 2 + 1). Puisque les racines de Q(z) := 22 + z + 1 sont j et j2, on en déduit
que les racines de P sont —2,j et j2.

= Si P est une fonction polyndéme a coeflicients entiers, il existe une technique efficace pour déterminer rapidement
ses racines rationnelles. Soit ag, ..., a, € Z tels que P(z) == a,z™ + -+ + a1z + ag. Si r est une racine rationnelle
de P, il existe p € Z et ¢ € N* premiers entre eux tels que r = p/q. Puisque P(r) = 0, on en déduit que

aﬂ(ﬁ) +...+a1.8+a0:0.
q q

En multipliant par ¢", on obtient
anp" + anap" g+ -+ apg" Tt + aog” = 0.

On en déduit que
anp” = —q (an—1p" "' + -+ a1pg" % + agg" ")
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et donc que ¢ divise a,p™. Or g et p sont premiers entre eux donc ¢ et p™ sont premiers entre eux. D’aprés le
lemme de Gauss, on en déduit que ¢ divise a,. De méme, on montre que p divise ag. Comme il existe un nombre
fini de diviseurs d’un entier non nul, les racines rationnelles sont donc & chercher parmi un nombre fini d’éléments.
Par exemple, si P(z) i= 323 4+ 522 + 5z + 2, et si p/q est une racine rationnelle mise sous forme irréductible de P,
alors p divise 2 et ¢ divise 3. Donc p € {—2,—1,1,2} et ¢ € {1,3}. Les racines rationnelles éventuelles de P sont
donc parmi {—2,-1,1,2,—2/3,—1/3,1/3,2/3}. Si on teste tous ces rationnels, on se rend compte que —2/3 est une
racine de P. P(2) se factorise donc par 3z + 2 et une division euclidienne nous donne P(2) = (3z + 2)(2% + 2 + 1).
Les racines de P sont donc —2/3,j et j2.

= D’autres techniques permettent de trouver les racines d’une fonction polynome de degré n > 3. Par exemple, pour
certaines fonctions polynome, ramener la recherche de leurs racines a la recherche des racines n-iémes d’un nombre
complexe.

Une fonction polynome P € P(K,K) de degré n € N admet au plus n racines.
Remarques
= Soit P € P(K,K) une fonction polynoéme et ag,...,a, € K tels que
VzeK, P(z)=ao+arz+- -+ an_12""1 4 a,z".

Si P admet au moins n + 1 racines, alors ag = a1 =--- =a, = 0.
= Soit ag,...,an,bo,...,b, € K et R une partie de K telle que

VZ2ER, anz" 4 an_12" 4 +arz+ag=0bpz" +by_12" 1+ +brz+b.

Si R posséde au moins n + 1 éléments (en particulier si R est infini), alors a,, = by, ..., ao = bo.
= Si P est une fonction polynéme non nulle, il existe un unique n € N et une unique famille (ao, .. .,a,) € K**! tels
que a, # 0 et

VzeK, P(z)=ap+arz+ -+ an_12""V 4 a,z".
On dit que n est le degré de P et que ay, ..., a, sont ses coefficients.
4.2 Trigonométrie

4.2.1 Egalité modulaire

Définition 4.2.1

Soit m € R et a,b € R. On dit que a est congru a b modulo m et on note

lorsqu’il existe k € Z tel que a = b+ km.

Exercice 9

= Soit a,b € R. Quel est le lien logique entre

«a=b2mly» et «a=bn]»?

— Soit m € R et a1, az,b1,b2 € R tels que
ap = by [m] et ag =be [m].
Alors, quels que soient kq, ko € 7Z,
kiay + keag = k1by + kaba [m].

— Soit m € R et a,b € R tels que
a=b[m.
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Alors, si c € R
ac = be [mc].

Remarques

= On en déduit qu’on peut raisonner avec les « = » de la méme maniére qu’avec « = » pour résoudre les équations.
— On peut passer une expression d’'un co6té a 'autre du « = » en changeant son signe.
— On peut multiplier les deux cotés du signe « = » par un méme coefficient ¢ € R . Il suffit juste de multiplier le
modulo par c.
Ces deux transformations permettent de raisonner par équivalence.

= Sia € R et m € RY, alors 'ensemble des x € R tels que = a [m] est noté

a+mZ={a+km:kel}.

4.2.2 Formules de trigonométrie

. n
smx tan z

COS™

Définition 4.2.3

On définit le sinus, le cosinus, la tangente et la cotangente d’'un angle x exprimé en radians sur le cercle
trigonométrique de rayon 1 comme ci-dessus. En particulier tanx n’est défini que pour z € R\ (% + 7TZ),
cotan z n’est défini que pour z € R\ 7Z et

sin x Ccos T
et cotanx = — .
COS & sin x

Remarque

= On rappelle les principales valeurs remarquables.

\

= —_-—_—
M|ﬂ L e e =
)
S
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0 T ™ T T
T Z Z Z Z
6 4 3 2
_ 1 V2 V3
sinx 0 — — — 1
2 2 2
V3 V2 1
cos T 1 — — - 0
2 2 2
t 0 ! 1 V3 indéfini
anx — indéfini
V3
1
cotan x indéfini V3 1 — 0
V3
= Siz e R\ §Z, alors
cotanx = .
tanx
D’aprés Pythagore, on a
1
cos’x +sin’z =1, 1+tan2:1::72,
cos? x
9 1
1+ cotan® 2 = —5—.
sin”
cos(—x) = cosx cos (m+ x) = —cosx cos(m —x) = —cosx
sin (—x) = —sinx sin (m +x) = —sinx sin (m — ) = sinx
tan (—z) = —tanx tan (7 + ) = tanx tan (m — ) = —tanz
™ . m a
cos (f—&—x = —sinx cos (f—x) =sinx
2 2
T LT
sin (f%—x = CcosT sm(f—x) =CcoszT
2 2
s 7
tan (5 +x) = —cotanx tan (5 = :z:) = cotanx

Remarques

= 1l est important de retrouver rapidement ces formules en dessinant le cercle trigonométrique et un « petit » angle

x vérifiant 0 < z < /4.
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= PourtoutneZetzeclR
cos (x +nm) = (—1)"cosz et

En particulier cos(nm) = (—1)" et sin(nw) = 0.

= Quels que soient x,y € R

cosT =cosy < [z=y
sinz =siny < [z=y [27]

= Quels que soient z,y € R\ (g + WZ)
tanx = tany

Exercices 10

= Calculer

= Résoudre ’équation sinx = cosz.

cos(a 4+ b) = cosacosb — sinasinb

cos(a — b) = cosacosb + sinasinb

<~
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sin (z +nm) = (—1)"sinx.

ou = —y [27]]
ou r=m—y [27]]
x =y [r].

. 2 3T
sin { — |, tan { ——— | .
(5) =)

sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

sin(a — b) = sina cosb — cosasinb

tana + tanb

tan(a + b) =

1 —tanatanb

tana — tanb

tan(a — b) =

Remarque

1+ tanatanb

= Sia,b € R ne sont pas tous les deux nuls, on pourra factoriser a cosz + bsinz de la maniére suivante.

acosz +bsinz = Va2 + b? <

Puisque

a
Ve

cos T +

b .
———sinzx
va? + b? >

(o) () o

il existe 0y € R tel que cosby = a/va? + b? et sinfy = b/v/a? + b2. On a alors

acosx +bsinxy =

v a2 + b2 (cos by cos x + sin O sin )

= Va?2+b%>cos(x—bp).

Exercice 11
= Résoudre ’équation V3cosz +sinz = 1.

cos(2x) = cos? z — sin® z

=2cos?z—1

=1-2sin’z

sin(2x) = 2coszsinx

2tanx

tan(2x) =

1—tan?z
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2 1+ cos(2x)

COoS™ xr = B
1-— 2
Sinz.’L': w

Exercices 12
= Exprimer cos(7/8) a l'aide de radicaux.
= Soit a € R. Pour tout n € N, on pose
a
Pn = H cos (2—k) .
k=1

Simplifier p, sin (a/2™) puis en déduire la limite de la suite (py,).

Proposition 4.2.8: Linéarisation

1

cosacosbh = 3 [cos (a + b) + cos (a — b)]
1

sinasinb = 3 [cos (a — b) — cos (a + b)]

1
cosasinb = 5 [sin (a + b) — sin (a — b)]

I Exercice 13

= Linéariser cos®

x, cos zsin? z, puis sin? z.

Proposition 4.2.9: Factorisation

_ pP+q pP—q . P '/ pP—q
cosp+cosq—2cosTcosT sin p + sin g = 2sin 5 COST
cosp—cosq:—2sinp+qsin]% SinP—Siﬂq:2COSp+qSinp;q

sin
tan;zH—tanq:M

COS P COS q

COS P Cos q

Exercice 14

= En multipliant par sin(x/2), calculer
A= Z cos (kx) et B:= Z sin? (kz) .
k=0 k=0

Proposition 4.2.10

Soit = € R tel que x # 7 [27]. Alors, en posant ¢ := tan (x/2)

cos 1=6 et si 2t
T = inx = .
1+ ¢2 1+¢2
Si de plus, x # 5 [n], alors
2t
tanx =

1—t2°
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4.3 Reécurrence linéaire

4.3.1 Reécurrence linéaire d’ordre 1
Définition 4.3.1

Si (an) et (by) sont deux suites a valeurs dans K, ’équation

VneN, Upt1+ anu, = by

dont I'inconnue est la suite (u,,) est appelée récurrence linéaire d’ordre 1.

Soit a € K. Alors, les solutions de la récurrence linéaire
VneN, upy1 = auy,

sont les suites (u,,) définies par
VneN, wu, ="

ou A € K.

Soit (ay,) et (by,) deux suites & valeurs dans K. Si (v,) est une solution « particuliére » de la récurrence linéaire
VneN, Upt1+ anu, = by

alors, les solutions de cette récurrence linéaire sont les suites (v, +uy) ot (u,) parcourt 'ensemble des solutions
de la récurrence linéaire homogéne associée

VneN, upy1+apu, =0.

Exercices 15

= Soit a € R. Calculer le n-iéme terme de la suite (u,) définie par
up=a et YneN, up41 = -u,+5.

= On considére la récurrence linéaire
(B) VnéeN, Uy —2u, =n

1. Déterminer une solution polynomiale de (E).
2. En déduire toutes les solutions.

Remarques

= Meéthode de la similitude : Sil’on cherche les suites vérifiant la récurrence linéaire u,,+1 = au, + b, on introduit la
fonction f : K — K définie par f(z) := az + b.
— Si a =1, une récurrence immédiate nous montre que

Vn eN, wu, =ug+ nb.
— Sinon, f admet un unique point fixe w € K et, pour tout z € K, f(z) = a(z — w) + w. On a donc
YneN, upy1 —w=alu, —w)
et une récurrence immédiate donne
VneN, wu,=a"(u —w)+w.

= Meéthode de la sommation télescopique : Sil’on cherche les suites vérifiant la récurrence linéaire u, 1 = au, + b,
ol a € K*, on commence par remarquer que
Ukl Uk b

VkeN, —4l_Zk_ kK
L
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puis on somme cette relation pour k allant de 0 & n — 1. On obtient une somme télescopique, puis

n—1

Unp, bk
vneEN, Lou=) oy
a k_oa

et donc
n—1

VneN, wu,=upa" + Z bpa~ B+,
k=0

4.3.2 Reécurrence linéaire d’ordre 2

Soit a,b € C. On souhaite trouver les suites (u,,) vérifiant
(E) YneN, upio=aupsq + buy,.

On résout sur C I’équation caractéristique 22 = az + b.
— Si cette équation admet deux racines distinctes r; et ro € C, alors les solutions de (E) sont les suites
(uy,) définies par
YneN, w, =]+ pry

ou A, pu e C.
— Si cette équation admet une racine double r € C*, alors les solutions de (E) sont les suites (u,,) définies
par
VneN, up,=AX+un)r"
ou A\, pu e C.

Exercices 16

= Calculer le n-iéme terme de la suite de Fibonacci définie par
FO = 1, F1 =1 et VTIEN, Fn+2 = Fn+1+Fn.

= Soit a,b € R%. Calculer le n-iéme terme de la suite (u,) définie par

1
ug:=a, up:=>b et VneN, u,iz:=— .
Up41Un

Remarques

= La suite de Fibonacci est ainsi nommée en hommage & Leonardo Pisano (Leonard de Pise, 1170-1240) appelé
aussi Leonardo Fibonacci, qui avait publié cette suite en 1202. Il avait lu le travail de Al-Khwarizmi (780-850), un
mathématicien Persan. Le livre de Fibonacci contient le probléme suivant. Combien de couples de lapins peuvent
naitre d’un couple de lapin en un an? Pour résoudre ce probléme, on sait que :
— Jusqu’au premier mois inclus, il n’y a qu'un couple de lapins.
— Chaque couple de lapin donne naissance & un couple tous les mois.
— Chaque jeune couple devient fertile & I’age d’un mois.
Avant le travail de Fibonacci, la suite (F,) a déja été étudiée par les Indiens qui se demandaient combien de rythmes
de n temps il était possible de faire avec des noires et des blanches.

= Tout comme pour les récurrences linéaires d’ordre 1, afin de résoudre une récurrence linéaire de la forme
Vn €N, Upya = auptt + buy + cp,

il suffit d’en trouver une solution particuliére (v,) et d’y ajouter les solutions de la récurrence linéaire homogéne
associée Upto = AUpy1 + buy,.

Soit a,b € R. On souhaite trouver les suites (uy) vérifiant
(E) YneN, upio=aupsq + buy,.

On résout sur C I’équation caractéristique 22 = az + b.
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— Si cette équation admet deux racines réelles distinctes 71 et 73, alors les solutions de (E) sont les suites
(uy,) définies par
YneN, w, =]+ pry

ou A\, pu€R.
— Si cette équation admet une racine double € R*, alors les solutions de (E) sont les suites (u,,) définies
par
Yn €N, wu, = (A+pun)r"
ou A\, pueR.

— Si cette équation admet deux racines complexes conjuguées re'® et re~%, alors les solutions de (E) sont

les suites (u,) définies par
Vn €N, uy, = [Acos(wn) + psin (wn)]r"

ou A\, u €R.

Remarque

= Dans le cas ot 'équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées, les solutions de (E) peuvent
s’écrire sous la forme

n

VneN, wu, = Asin(wn — p)r

ou A, ¢ € R. Lors de la recherche effective de tels coefficients, quitte & changer ¢ en ¢ + 7, on impose souvent
Ae R,

Exercices 17

= Soit (uy) la suite définie par
up =1, wup =0, et YneN, upio = 2upy1 — du,.

Déterminer les n € N pour lesquels u,, = 0.

= Soit & € R. Calculer le n-iéme terme de la suite (u,,) définie par

ug,u1 ER et VYn €N, wupyo:=2cos (@) upt1 — Up.

4.4 Systéme linéaire

4.4.1 Systéme linéaire & ¢ équations et p inconnues

Définition 4.4.1

On appelle systéeme linéaire & q équations et p inconnues tout systéme d’équations du type

a11T1 + G12T2 + - + a1 Tp = Y1

(q1T1 + Ag,2T2 + -+ + AgpTp = Yq

Ol G1,1,---,08qpY1,---,Yqg € Ket x1,...,2, € K sont les inconnues. On dit que le systéme est compatible
lorsqu’il admet au moins une solution. On dit qu’il est incompatible sinon.

Remarques
= Pour des raisons de lisibilité, on veillera & toujours placer les inconnues les unes en dessous des autres.
™ L’ensemble des solutions est I’ensemble S des (z1,...,z,) € K? solution du systéme.

Exercice 18

= Reésoudre le systéme suivant par substitution, puis en utilisant la méthode du pivot de Gauss.

r—2y= —4
3r +y=29.
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Les opérations suivantes, appelées opérations élémentaires, transforment un systéme linéaire en un systéme
linéaire équivalent.

— Changer l'ordre des équations.

— Changer 'ordre des inconnues.

— Multiplier une équation par p € K*.

— Ajouter A fois (avec A € K) une équation a 'une des équations suivantes.

Remarques

= En pratique, afin d’expliciter les opérations que l'on vient d’effectuer, on utilisera les notations suivantes.
— L; +» L; signifie qu’on a échangé les lignes i et j.
— L; + pL; signifie qu’on a multiplié la ligne L; par le coefficient p non nul.
— L; < L; + A\L; signifie qu’'on a ajouté A fois la ligne L; & la ligne L;.

= Effectuer plusieurs opérations a la fois peut préter a confusion. Par exemple, supposons que I’on souhaite effectuer

les opérations Ly <— L1 + Lo et Ly < L1 + Lo en une seule étape. Lors de la seconde opération, on ne sait pas
si Ly fait référence a la premiére ligne avant ou aprés la premiére opération. Pour cette raison, on s’interdira ce
type d’opération. Cependant, si I’on effectue les opérations Lo <— Lo — asly et L3 + L3 — azLl1, aucune confusion
n’est possible et on pourra effectuer ces deux opérations lors d’une méme étape. Plus généralement, si ’on souhaite
enlever & chaque ligne 7 située en dessous d’une ligne j le terme «;L;, on fera cela lors d’une méme étape.
Exercice 19
= Les opérations suivantes conservent-elles I’équivalence 7

— L1 — LQ.

— L1 %L1+L2+L3.

— L1 < 2L1 + LQ.

— L1+ ali+ 8Ly oua,B €K

— LW+« L1+ Lo puis Lo+ Ly — Ls.

L’algorithme du pivot de Gauss permet de transformer, quitte & échanger les variables, un systéme linéaire & ¢
équations et p inconnues en un systéme linéaire équivalent de la forme

a1,121 + a1 202 + - +a1,pTp = Y1
a2,2T2 + 000 + a2 pxTp = Yo

Ar Ty + -+ QrpTp = Yr

0= Yr+1
0=y,
ol aj1,...,ar, sont tous non nuls. On dit d’un tel systéme qu’il est échelonné a pivots diagonauz.
— Le systéme est compatible si et seulement si (yr41,...,Y4) = (0,...,0).

— Le systéme admet une unique solution si et seulement si il est compatible et r = p.

Remarque

= Lors de 'algorithme du pivot de Gauss, les seules opérations que 1’on s’autorise sont :
— Changer l'ordre des équations ou des inconnues, simplifier une équation par un coefficient @ non nul.
— Enlever & chaque ligne ¢ située en dessous d’une ligne j le terme o; L.
Exercices 20

= Reésoudre les systémes
z +oy=1 20 +3y =1
20 + 11y = 3, ox + 2y = 1.

= Soit a € R. Résoudre le systéme
r +y —z=1
{2x +y+22=2

3x+2y +z=oqa.
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Remarques
= Voici une présentation détaillée de 'algorithme du Pivot de Gauss.
— On transforme le systéme en un systéme échelonné.
On commence par déterminer un coefficient a; ; non nul que 'on appelle pivot. En effectuant un échange de
lignes et d’inconnues, on « remonte » ensuite ce coefficient en haut & gauche du systéme. On se retrouve donc
dans le cas o1 a1,; # 0. On utilise alors a;,; comme pivot pour éliminer 'inconnue x; des ¢ — 1 derniéres lignes
du systéme :

/ / / — o,

1,11+ a12T2 + -+ + a1 ,Tp = Y1 a1 11 + 4y 9T2 + -+ a7 T =Yy

/ / — o

a2,1%1 + A2,2%2 + + - + A2,pTp = Y2 Ag,9%2 + -+ +a3 ,Tp =Y
—

— li li /

Aq,1T1 + Ag2T2 + -+ + Qg pTp = Yq g 0Tz + -+ + g Ty = Y-

Pour cela, il suffit d’effectuer les opérations suivantes :

a2 1 az 1 Qg1

L2<—L2— 'Ll.

'Ll, L3y <+ L3 — 'Ll, Lq(—Lq—
ai,1 a1 ai,1

On recommence ensuite le méme procédé sur les ¢ — 1 derniéres équations du systéme, en ne touchant plus a la

premiére ligne. On cherche d’abord un coefficient a;’ ; non nul parmi ceux pour lesquels ¢ > 2 et j > 2. Si un tel
coefficient existe, un échange de lignes et d’inconnues permet de se ramener au cas ou a/272 # 0 et de continuer
I’algorithme. On réitére le procédé jusqu’a ce qu’on ne soit plus capable de trouver de pivot. Le systéme est
alors échelonné. Au cours du calcul, s’il apparait ’équation 0 = 0, on 1’élimine du systéme. Si au contraire il
apparait ’équation 0 = b avec b # 0, le systéme n’admet aucune solution et la résolution est terminée.

— On introduit les paramétres ty.
Dans le cas ou le systéme admet au moins une solution, on aboutit & un systéme de la forme

1 1 " _ 1!
a11T1 +ay %2 + o +ay ,Tp = Yy
1 1 _ 1!
a3 T2 + cee + a3 »pTp = Yo
" " _ 1
Qp T+ o0 40y Ty = Y,
oit les ay 1,a3,,...,a;, sont tous non nuls. Afin de paramétrer I’ensemble des solutions, on remarque que ce

dernier systéme est équivalent au systéme triangulaire

" 1 1 1/

ay1%1 + ay o%2 + e +ay ,Tp = Y1

" 1 — 2

a3 9T + cee + a3 »Tp = Yo

1 1 —

g1, tp €K, A +ay ,Tp =Y,

Tr41 = t7-+1

Tp =tp.
En effet, si (z1,...,2,) est solution de ce dernier systéme, on obtient le systéme précédent en ne gardant que
les r premicéres lignes. Réciproquement, si (z1,...,x,) est solution du systéme échelonné, on obtient ce dernier

systéme en posant t,y1 = Tpy1,...,Lp = Tp.

— On résout le systéme triangulaire.
Ce dernier systéme se résout simplement en remontant les calculs de la derniére ligne & la premiére, par
substitution. On obtient ainsi le systéme équivalent

21 =c1 +dirprtrpr + 0 Fdipty

Ty =Cp + dr,r-‘rltr-i-l +- + dr,ptp

Hyrr,. ..t €K,
T P Tpp1 = try1

Lp tp

qui est un paramétrage de ’ensemble des solutions.

Remarquons que lorsque les calculs sont complexes, au lieu de résoudre directement le systéme triangulaire par
substitution, on peut aussi effectuer un pivot de Gauss « & I’envers » en commencant par éliminer les x, des
p — 1 premiéres équations avec la derniére ligne, puis en éliminant les x,_; des p — 2 premiéres équations avec
I’avant-derniére ligne, etc.
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= Lorsqu’on applique 'algorithme du pivot de Gauss, on est libre de choisir le pivot que 'on souhaite. La seule
contrainte est qu’il soit non nul. L’expérience montre cependant que certains choix sont plus judicieux que d’autres,
car ils conduisent & des calculs plus simples.
Par exemple, un pivot égal & 1 est idéal car les opérations sur les lignes sont réduites a L; < L; — a;1L1. On
évite ainsi les divisions, ce qui offre de nombreux avantages. Par exemple, lorsque les coefficients du systéme sont
entiers, ils le restent aprés réduction du systéme. Dans le méme ordre d’idées, avant de choisir le pivot, lorsque les
coefficients d’une méme ligne sont des multiples d’un entier a € Z*, il est bon de simplifier cette ligne par a.
Enfin, lorsque les coefficients du systéme dépendent d’un paramétre «, il est toujours préférable d’utiliser un pivot
ne dépendant pas de a. Cette stratégie permet d’éviter de discuter les cas ot ce terme peut s’annuler, et limite la
propagation de ce paramétre a tous les autres coefficients du systéme.

Exercice 21

= Discuter et résoudre les systémes suivants, selon la valeur de o € R :

-3 b =0
—3Z+—ab+2ac —0 a +b +c +d=3
~20 +c+3ad=0 atab +e-ad=a+2
e 1+3d=0 aa —b—ac—ad= —1.

Remarque

= 1l est parfois pratique dans les calculs d’omettre le nom des variables. On utilise alors ce qu’on appelle une matrice

augmentée.
r+2y=1 1
r+3y=4
1
0

.

Lo<Lo—

[
— O PN W
wW =
N———

l

!

Ly4L1—2Lo (0

< 8
||

Cette technique a l'avantage d’écrire le minimum nécessaire et de vous obliger a aligner les coeflicients les uns
au-dessus des autres. Son seul inconvénient est de rendre impossible le changement d’ordre des inconnues.

Définition 4.4.4

On considére un systéme linéaire a g équations et p inconnues.
1,171 +a12T2 + - +a1,Tp =1
(E) i

0q,171 + Qq2T2 + -+ + g pTp = Yq

— On dit qu’il est homogene lorsque (y1,...,yq) = (0,...,0).
— On appelle systéme linéaire homogéne associé a (E), le systéme obtenu en remplagant les y; par 0.

Remarque
= Le p-uplet (z1,...,2,) = (0,...,0) est toujours solution d’un systéme homogéne. On dit que c’est la solution

triviale. 11 est possible que ce soit la seule solution ou qu’il y en ait d’autres.

4.4.2 Interprétation géométrique lorsque p =2 ou p =3

Dans cette partie, nous allons donner une interprétation géométrique des résultats precedents aux cas p = 2 et
p = 3. Commengons par le cas p = 2. On munit le plan d’un repére orthonormé R = (O, er , 62) On rappelle qu'un
point M du plan est déterminé de maniére unique par ses coordonnées (z,y) € R? définies par

—
OM:me_f—l-ye_g.

— Soit (a,b,c) € R3 tel que (a,b) # (0,0). Alors 'ensemble d’équation az + by = c¢ est une droite D de
vecteur normal u’ de coordonnées (a,b).
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— Réciproquement, soit D une droite de vecteur normal % de coordonnées (a,b). Alors, il existe ¢ € R tel
que ax + by = c est une équation de D.

Résoudre un systéme linéaire a g équations et 2 inconnues x et y dont chaque ligne contient un coefficient non nul
revient donc & déterminer 'intersection de g droites du plan. Le cas ol ¢ = 2 est important.

— Si les droites D; et Dy ne sont pas paralléles, alors elles se coupent en un unique point. Le systéme admet donc
une unique solution.

— Si les droites D; et D, sont paralléles, deux cas se présentent.
— Si elles ne sont pas confondues, elles ne se coupent pas. Le systéme n’admet donc aucune solution.
— Si elles sont confondues, le systéme admet une infinité de solutions. Ce sont les coordonnées des points de

cette droite.
Pour obtenir une interprétation géométrique du cas p = 3, on munit l'espace d’un repére orthonormé

R=(0,¢, e, &).
On rappelle qu’on point M de I’espace est déterminé de maniére unique par ses coordonnées (,y, z) € R? définies par

—
OM:xe_1>+yeZ>+ze_3>.

— Soit (a,b,c,d) € R* tel que (a,b,c) # (0,0,0). Alors 'ensemble d’équation ax + by + cz = d est un plan
P de vecteur normal % de coordonnées (a, b, c).

— Réciproquement, soit P un plan de vecteur normal
que ax + by + cz = d est une équation de P.

W de coordonnées (a, b, ¢). Alors, il existe d € R tel

Résoudre un systéme linéaire & ¢ équations et 3 inconnues x, y et z dont chaque ligne contient un coefficient non
nul revient donc a déterminer l'intersection de ¢ plans dans l'espace. Le cas ot ¢ = 3 est important.

— Le plus souvent, les 3 plans s’intersectent en un unique point.

— Sinon, l'intersection des 3 plans est soit un plan, soit une droite, soit vide.
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4.5 Qcm

4.5.1 Somme et produit
Somme

1. Parmi les suites suivantes, laquelle est une suite géométrique ?
O a. a, = e>" Ob. b, = (n+1)" Oc. ¢, =2" Od.d, =3n

2. Combien vaut a + a2 + - - - + a™ lorsque a est un réel différent de 17

1—a" Ob a—a" Oec a(l—a") Od 1—qntt

O a.
a 1—a 1—a 1—a 1—a

3. Soit u, = 2n + 3. Combien vaut u, + tUpy1 + -+ + Uy ?

1)(6 9 6 9
Oa. 3(n+1)> O b. 3n(n+1) Dc.m)(# Dd.%
4. Quel est le comportement de la suite définie par ug = 1/2 et la relation de récurrence w1 = u3 ?

O a. elle tend vers 1 en croissant O b. elle tend vers 1 en décroissant

O c. elle tend vers 0 en décroissant O d. elle diverge vers +o00 en croissant

5. Soit (uy),>,; une suite réelle qui vérifie

u7z+1 _ @
n+1l n
pour tout n > 1. Alors
O a. (un),s, est croissante O b. (un),>, converge
O c. (un),>, tend vers +o00 O d. (un),>, est une suite arithmétique
Produit
Somme et produit doubles
Fonction polynéme
4.5.2 Trigonométrie
Egalité modulaire
Formules de trigonométrie
1. La valeur de tan(—m/4) est
1
Oa —V3 Ob. —1 Oc. —= Od. 1
V3
2. La valeur de tan(w/6) est
Da. V3 Op. Y3 Oe V3 Od. 2
2 3 3
3. La valeur de cotan(—77/6) est
Oa. V3 Ob. -3 Oec — Od. - =

4. La valeur de cos (ﬂ' sin %) est

Oa.0 O b. % Oec. 1 O d. irrationnelle
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5. Sisinx = 1/2, alors

2
Da.xz%[ﬂ Db.ng[%r] ou .’EE%[QW]
5
Dc.xz% [27r]  ou xz—% [27] Dd.mz% [27]  ou ng [27]
6. Soit x un réel tel que tan% = /2. Alors cos x vaut
2v/2 1 1
O a. Tf Ob. — 3 Ue. 3 [0 d. on ne peut pas savoir
7. Sachant que {5 = £ — 7, le réel sin {5 vaut
— 2(v3+1 2(v3—-1 2(1—+3
Da.M Db.w DC.M Dd.M
2 4 4 4
8. La linéarisation de cos? x est
1 2 1-— 2
Da.ﬂ%(x) Db.w O c. 2cos(2z) — 1 Od.1—sin®z
279

9. Quelle est la valeur de cos g

2—v2 2 2
O a. 4\[ O b. +4\f

ol
3
S

4.5.3 Reécurrence linéaire
Récurrence linéaire d’ordre 1

1. Soit (u”)nZO une suite réelle vérifiant la relation w,+1 = 2u, + 3 pour tout n. Alors, la suite t,, == u,, — a est
une suite géométrique lorsque

Ha.a=3 Ob.a=-3 Oc.a=2 Od.a=0

Récurrence linéaire d’ordre 2
1. Quelle relation de récurrence est vérifiée par la suite u,, = 2" + 3" 7

O a. upyo = 3up41 + 2uy, O b. upyo = 3upt1 — 2u,
O c. upyo == dupy1 + 6uy, O d. upt2 = dupt1 — 6uy,

4.5.4 Systéme linéaire
Systéme linéaire a q équations et p inconnues

Interprétation géométrique lorsque p=2 ou p=3
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4.6 Exercices

4.6.1 Somme et produit
Somme
Exercice 1 : Sommes

Simplifier les sommes suivantes.

a. » k(k—1), b i%—l c. Y (—1)F
k=1

k=0 k=1
n n+1 2k n 1
d. Z(k+n) e. 23%71, f. Zln (1—]#).
k=0 k=2

Exercice 2 : Décomposition en éléments simples

1. Montrer qu’il existe a,b € R tels que

1 a b
Ghr)@Bk+4) 3kl 3k+d

Vk € N,

2. En déduire

£ (3k +1) Sk +4)

Exercice 3 : Sommes

1. Montrer que pour tout n € N

2. Montrer que pour tout n € N

Exercice 4 : Récurrence

Montrer par récurrence que pour tout n € N*

k=1 k=1

Exercice 5 : Somme lacunaire de coefficients binomiaux

En considérant (1 4+ 1)™ et (1 — 1)™ calculer, pour tout n € N*| les sommes

n n
A, = Z (k> et B, = Z (k)
0<k<n 0<k<n

k pair k impair

Exercice 6 : Coefficients binomiaux

Montrer par récurrence que pour tout p € Netn > p

Exercice 7 : Coefficients binomiaux

Simplifier, pour tout n € N, la somme

> ()

k=0
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Produit
Exercice 8 : Produits

Simplifier les produits suivants en les exprimant le plus possible a I’aide de puissances et de factorielles.

n

" 2 4k
kk+1), b J[[5"7F e H?
k=1 k=1

n

a.
k=1
n n n—1 p
d. [Jee+1), e JJ@r*-1, £ J]D 2"
k=0 k=1 p=0 k=0

Exercice 9 : Produit

Soit z € C. Pour tout n € N, on pose
Pn = H (1 +Z2k> .
k=0
Calculer (1 — 2)P, et en déduire une expression simple de P,.

Exercice 10 : Majoration

1. (a) Montrer que

(b) En déduire que

2. Montrer que pour tout n € N*

Exercice 11 : Limite

1. Factoriser k* — 1 par k — 1 et k3 4+ 1 par k + 1 pour tout k > 2.

2. En déduire, sans récurrence, que pour tout n > 2

k-1 2 nP4n+l

3 = :
o B+l 3 n(n+1)

3. En déduire la limite de la suite de terme général

n

-1
T
i

Uy =
k

Somme et produit doubles

Exercice 12 : Sommes

Simplifier les sommes suivantes.

a. Z i b. Z 7, c. Z (i+7)

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i,5<n
i+j { .
d. E ', e. g - , f. E (j—1)
J+1
1<i,j<n Iiggsn Iiggsn

g. Z N D (A ) <Z< max(4, 5).
ILIRN

1<4,5<n 1<4,5
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Exercice 13 : Avec des racines n-iémes

Soit n > 2 et z € C. On pose w = el et

Calculer S,,.

Exercice 14 : Somme double

Soit n € N. Calculer
277 et .
2 LY (z + j)

0<i,j<n (i,9)€[0,n]?
0<i+ji<n

Exercice 15 : Somme de GAUSS

Soit n € N un entier impair. On pose

n—1
2imw 2
wi=en et S::E Wk
k=0

= . 2 .
1. Ecrire |S|” comme une somme double, puis montrer que

n—1ln—k—1

ISP =30 32 Wi
k=0 p=—k
2. Soit k € [0,n —1].
(a) Montrer que la fonction
p: Z — C

D Y 2Pktp?

est n-périodique.
(b) En déduire pour tout k € [0,n — 1] une écriture simplifiée de

n—k—1

2
E ’ B Lar

p=—k

3. Simplifier

n—1
E uﬁpk
k=0

pour tout p € Z.
4. En déduire que |S| = y/n.

Fonction polynéme

Exercice 16 : Polynéme a coefficients symétriques

1. Montrer que le changement de variable u := z + 1/z simplifie ’équation

24534622 -5241=0

en une équation du second degré en u.
2. En déduire I’ensemble de ses solutions sur C.

3. Sur le méme modéle, résoudre I’équation

A 4231022 - 24+1=0.

113
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Exercice 17 : Simplification de racine
On pose
On souhaite montrer que x = 1.

5/ 5v5 + 11 555 — 11
={/——, b={\/—— et z:=a-—b.
2 2
1. Calculer ab.

2. En déduire que z est racine de A(t) = t° + 5t3 + 5t — 11.

3. Montrer que 1 est la seule racine positive de A et conclure.

Exercice 18 : Inéquation

Résoudre 'inéquation

4o +2 < V723 + 1522 + 11z + 3.

On commencera bien entendu par donner son domaine de définition.

Exercice 19 : Coefficients binomiaux

Ecrire la somme
n

> oa+2)"

k=0

>()

J

de deux maniéres différentes. En déduire

Exercice 20 : Méthode de Cardan

Soit a,b,c € C et Q(2) == 2% + az? + bz + c.
1. Pour quels a € C le polynéme P(z) :== Q(z + ) n’a-t-il pas de coefficient en 22 ?
On choisit un tel a et on définit p,q € C tels que P(z) = 2% — 3pz + 2¢.
2. (a) Soit u € C*. Montrer que
p
u+ =
u

est racine de P si et seulement si w := u> est racine d’un trinéme R que I’on déterminera.

(b) On note w; et ws les racines complexes de R. Soit w1 une racine cubique de w;. Montrer qu’il existe une
unique racine cubique us de ws telle que uqus = p.
(c) Déterminer les racines de @ en fonction de a, u1, ug et j.

3. Déterminer les racines des polynomes
224322 +62+2, 22 —3z—-1.

C’est pour résoudre de telles équations, pour lesquelles P admet trois racines réelles, mais R n’en a pas, que Raphaél
Bombelli (1526-1572) a introduit les nombres complexes.

Exercice 21 : Méthode de Ferrari

Soit a,b,c,d € C et P(2) == 2* + az® + b2% + cz + d.

1. Montrer qu’il existe un unique o € C tel que Q(z) :== P(z + ) ne posséde pas de terme en z>.
Pour la suite, o désignera cette valeur. Il existe donc p, g, € C tels que Q(z) = z* + pz% +qz + 1.

2. Soit v € C. Montrer que

VzeC, Qz)=0 <= <22+§>2=(v—p)22—qz+<i—r).

On pose alors A(z) = (v —p) 22 — gz + (vV?/4— 7).

3. Montrer que A admet une racine double si et seulement si v est racine d’un polyndéme B de degré 3 que 1'on
déterminera.
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Pour la suite, on suppose que P(z) = z* — 223 + 322 + 4z — 10.

4. Montrer que B admet une racine évidente. En déduire les racines de P.

On a ainsi prouvé, dans les deux exercices précédents, que l’on pouvait calculer les racines des équations de degré
3 et 4 a laide de racines n-iémes de nombres complexes. Ces résultats étaient connus dés le 16e siécle. Niels Abel
(1802-1829), puis Evariste Galois (1811-1832), ont démonitré qu’il n’était pas possible de résoudre I’équation générale
de degré 5 en utilisant des racines n-iémes de nombres complezes.

Exercice 22 : Principe du maximum pour les polynémes

Soit P(z) == ZZ:O axz* une fonction polynome a coefficients complexes de degré inférieur ou égal & n. On se donne
un réel positif M tel que
VzeU, |P(z) <M.

R s 27
1. On pose w := exp (1n—+1> Calculer

2. En déduire que |P(0)] < M.

4.6.2 Trigonométrie
Egalité modulaire
Formules de trigonométrie
Exercice 23 : Inégalité
Montrer que pour tout x € Ret n € N
|sin(nz)| < n|sin(z)].
Exercice 24 : Equations trigonométriques

Résoudre les équations suivantes d’inconnue x.
a. cos(3x) = sin(z), b. cosz +sinxz =1+ tanz, c. sinx + sin(2x) =0
d. tan(2z) = 3tanz, e. 2sinz + sin(3z) = 0, f. 3tanz = 2cosx
g. cosz = /3sinz, h. 2cos(4z) + sinz = V3 cos z.
Exercice 25 : Equations trigonométriques
1. Résoudre les équations
cos(x) — cos(2x) = sin(3x), cos(5x) + 2 cos(3z) + 3cos(x) =0

2. Résoudre I'équation

cos(z) + sin(z) = tan (g)

en posant (soigneusement) ¢ := tan(x/2).

Exercice 26 : Calcul de somme

Pour tout n € N*, calculer

n—1
0
ki3
23 sin <3k+1).
k=0

Exercice 27 : Mon capitaine

Pour tout n € N, calculer

zn: k (Z) cos(kf).

k=0
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4.6.3 Reécurrence linéaire
Récurrence linéaire d’ordre 1
Exercice 28 : Récurrences d’ordre 1

Déterminer une expression explicite des suites définies par
1. ug=0et Vn € N,  wupy1 = 2u, + 1.

2. ug=1letVn €N, wuyqpq =3 9.

3. up=1letVn €N, u,y = 2u.

Récurrence linéaire d’ordre 2
Exercice 29 : Récurrences doubles
Déterminer les suites définies par
a.ap=0, a;:=-1 et VneN, a2 :=>5ay11— 6an,
b.by=1, bi=1 et VneN, byio:=—bpi1 — by,

c.cp:=1, cp:=—-1 et YneN, c,12:=4cpy1 —4c,+n.

Exercice 30 : Récurrence double

Déterminer une expression explicite de la suite (u,) définie par

6
unJrl

5
Un

ug =1, up =2 et VneN, uppo:i=

Exercice 31 : Récurrence double avec second membre polynomial
On dira qu’une suite réelle (u,,) est solution de (F) lorsque
VneN, Upto =2uUp41 + 8u, + on?.

1. Montrer que (E) posséde une solution de la forme (an? + bn + ¢) o a,b,c € R.

2. En déduire une expression explicite de I'unique solution de (E) telle que ug =0 et uy = 1.

Exercice 32 : Equation fonctionnelle

Déterminer les fonctions f: Ry — R, telles que

Ve>0, f(f(2) =6z f().

4.6.4 Systéme linéaire
Systéme linéaire a q équations et p inconnues
Exercice 33 : Résolution de systémes linéaires

1. Résoudre les systémes linéaires suivants

2z +y+z=1 20 —y+ 2z =2
{z —y =0 {x—|—y +z=1
3x+5y+z2=3, T +z=1.

2. Soit a, b, c,d € R. Résoudre le systéme linéaire
z +y +z +t=a
r+2y +3z +4t=0
z+3y +6z+10t=c
x + 4y + 10z + 20t = d.

Exercice 34 : Equation fonctionnelle

Déterminer les fonctions f : R} — R telles que

Vo e RY, f(z)+3f (i) =22,
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Exercice 35 : Systéme de type Vandermonde
Soit a, b, ¢ trois réels deux & deux distincts. Résoudre le systéme
xr + ay + a’z = a*

z +by + b2z = b
x+cy+02z:c4.

Exercice 36 : Résolution de systémes linéaires
1. Soit m € R. Résoudre le systéme

mx +y +z=1
{ r+my +z=m
T —|—y+mz:m2.
2. Soit m,a, b, c, € R. Résoudre le systéme

—mz+(m—1)y +mz=a
2m—-1Dz+(m—-1)y —mz=1>

— 2z — 4y +2mz = c.

Exercice 37 : Systéme linéaire

Soit m € R. Résoudre le systéme linéaire

c+my +z—mt=m-+2

{ x +y +z +t=3
mr —y—mz —t= —1.

Exercice 38 : Somme lacunaire de coefficients binomiaux

On définit A, B et C par

CEQ R e e

(3]

I =
=l

1. Calculer A+ B+ C, A+jB+j*C et A+j?’B +jC.
2. En déduire A, B et C.

3. Sur le méme modele, étant donnés b € N* et a € [0,b — 1], calculer

= n
=3 (7)
k=0

k=a [b]

Interprétation géométrique lorsque p=2 ou p=3
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